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Resumo
O mimetismo é um fenômeno biológico em que uma espécie se assemelha
a outra espécie em algumas características, através de um processo evolutivo, sendo
um assunto amplamente investigado em ecologia genética e um fenômeno de interface
entre psicologia e evolução. O mimetismo Mülleriano ocorre quando duas espécies tóxicas
(presas) desenvolvem uma aparência similar como uma forma de defesa compartilhada
contra predadores. O termo “Mülleriano” deve-se ao naturalista alemão Fritz Müller (1822
- 1897), que viveu no sul do Brasil (e naturalizou-se brasileiro). A principal contribuição
de Müller para a explicação do mimetismo, através da observação do comportamento
de espécies de borboletas tóxicas foi que, por compartilharem semelhanças em seus
padrões de asas, elas também compartilham o ônus de ensinar os predadores a evitá-las.
A aprendizagem dos predadores ocorre pela experiência individual quando provam uma
presa tóxica. Neste trabalho apresentamos modelos matemáticos discretos que descrevem
o fenômeno do mimetismo de Müller. Consideramos borboletas como presas e pássaros
como seus predadores. O objetivo não é descrever um caso específico, mas assumindo
alguns valores para os parâmetros dos modelos, validar as hipóteses biológicas de Müller,
demonstrando a ocorrência de fenômenos observados in natura. Os modelos são, portanto,
qualitativos - não quantitativos. Através de simulações numéricas, várias situações foram
observadas e descritas, com resultados que coincidem com os fenômenos observados na
natureza e descritos na literatura.
Abstract
Mimetism is a biological phenomenon by which a species resembles another
species in some characteristics, through an evolutionary process, being a subject widely
investigated in genetic ecology and a phenomenon of interface between psychology and
evolution. Müllerian mimicry occurs when two toxic species (prey) develop a similar
appearance as a form of shared defense against common predators. The name “Müllerian”
is due to the German naturalist Fritz Müller, who lived in southern Brazil (and obtained
Brazilian citizenship). Müller’s main contribution was the explanation of mimicry, through
observation of the behavior of toxic butterfly species, since they share similarities in their
wing patterns, they also share the burden of teaching predators to avoid them. Predators’
learning occurs through individual experience when they prove a toxic prey. In this work
we present discrete mathematical models which describe the phenomenon of Müllerian
mimicry. We consider butterflies as prey and birds as their predators. The objective is not
to describe a specific case but, assuming some values for the parameters of the models, to
validate Müller’s biological hypotheses. The models are qualitative. Through numerical
simulations, several situations were observed and described, with results that coincide
with the phenomena observed in nature and described in the literature.
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Introdução
Quando o alemão Fritz Müller (1822-1897) resolveu migrar para o Brasil em
1852, provavelmente não imaginou que, da pequena colônia alemã, no sul do Brasil, onde
decidiu viver, iria dar uma grande contribuição para a ciência e, particularmente, para a
teoria evolucionista de Charles Darwin (1809-1882).
Na Mata Atlântica, Müller observou que borboletas de uma espécie, que
possuíam alguma toxina em seus corpos (tóxicas), “imitavam” a configuração das asas
de outra espécie de borboletas também tóxicas. E em 1879, Müller publicou o artigo
“Remarkable cases of acquired resemblance among Butterflies” na revista Kosmos (original
em alemão), onde descreveu esse fenômeno, apresentando uma explicação para ele que
consiste no compartilhamento do ônus para as espécies em “ensinar” os predadores
a evitá´las. Müller também propôs um modelo matemático para dar suporte ao seu
argumento.
Esse fenômeno biológico é conhecido como Mimetismo Mülleriano. Um assunto
amplamente estudado nos dias atuais. Mas, curiosamente, Fritz Müller é pouco conhecido
entre os biólogos brasileiros.
O Mimetismo é a semelhança que tomam certos seres vivos, seja com o meio no
qual habitam, seja com outras espécies que possuem alguma proteção contra predadores
com as quais ou às custas das quais eles vivem. É considerado um problema em ecologia e
genética e um fenômeno de interface entre psicologia e evolução (RUXTON; SHERRATT;
P., 2004).
A proposta deste trabalho é fazer uma apresentação do Mimetismo Mülleriano,
a origem histórica, as hipóteses originais de Müller e formular modelos simples para a
descrição deste fenômeno em espaços de aspecto e geográficos. Vários modelos matemáticos
para descrever o Mimetismo Mülleriano foram propostos (RUXTON; SHERRATT; P.,
2004). Mas neste caso, está sendo levado em consideração o Princípio de Ockam que afirma:
“a explicação para qualquer fenômeno deve assumir apenas as premissas estritamente
necessárias para a explicação do mesmo e eliminar todas as que não causariam qualquer
diferença aparente nas predições da hipótese ou teoria”. Com essa ideia em mente, de
com poucas premissas descrever o fenômeno, formulamos dois modelos discretos no tempo
descrevendo a evolução do mimetismo Mülleriano. No primeiro, para a construção do
modelo, consideramos a mutação no padrão das asas das borboletas, a dinâmica vital e a
predação que elas sofrem. No segundo modelo, além de considerar as hipóteses do modelo
anterior, incluímos uma movimentação espacial bidimensional das borboletas.
Esses modelos são qualitativos e não quantitativos. O objetivo é mostrar, através
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de simulações computacionais e sob certos valores para os parâmetros, que as poucas
hipóteses para o fenômeno são suficientes. Os resultados das simulações foram coerentes
com as situações dos cenários apresentados na literatura biológica.
As simulações foram feitas a partir de algoritmos implementados no software
MatLab.
As hipóteses apresentadas no Capítulo 4 e os resultados do Capítulo 5 geraram
o artigo: “Revisiting the 1879 model for Evolutionary Mimicry by Fritz Müller: New
mathematical approaches” (FERREIRA; MARCON, 2014).
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1 O Mimetismo
O naturalisa inglês Henry Bates (1825-1892) viveu durante 11 anos, na região
Amazônica brasileira estudando a fauna e flora. Provavelmente, devido aos estudos de
Bates, o termo mimetismo foi introduzido nas ciências biológicas como um fenômeno entre
espécies no século XIX. Além disso, o mimetismo tornou-se uma teoria aliada à teoria
evolucionista de Charles Darwin. Neste capítulo, trataremos dos fenômenos entre espécies
de borboletas: mimetismos Batesiano e Mülleriano.
1.1 Sinais de Alerta
A camuflagem é um dos meios de defesa mais eficientes, que muitos animais
têm contra predadores. Os corpos das presas imitam formas ou cores do meio, para que os
predadores os confundam com o meio e não os ataquem.
A Figura 1 ilustra um caso de camuflagem de uma borboleta em meio a folhas
de um limoeiro.
Figura 1 – Borboleta pousada em um limoeiro.
Fonte: Os autores
O aposematismo (ver Glossário) também é um meio de defesa, mas é o oposto da
camuflagem. Animais aposemáticos possuem cores brilhantes que servem como advertência
aos predadores sobre sua impalatabilidade. Estes animais são geralmente tóxicos, ou seja,
possuem uma toxina em seus corpos. E por que os sinais são conspícuos (ver Glossário)?
Porque se o predador inadvertidamente ataca a presa, embora ele seja repelido pela sua
toxicidade, ainda assim, este encontro resultará em prejuízo ou a própria morte da presa e
de nada serviria sua toxicidade para evitar o ataque.
Em 1867 Charles R. Darwin fez um pergunta, aparentemente simples, ao seu
amigo naturalista Alfred Wallace (1823-1913), em uma de suas muitas cartas: “Por que
algumas lagartas são tão belas e artisticamente coloridas?"( Darwin[1887] apud (RUXTON;
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SHERRATT; P., 2004) p. 82, tradução nossa)1. Provavelmente, Wallace já tinha em mente
esta questão, pois sua resposta foi rápida e direta ao ponto:
... os animais em questão possuem armas mortais . . . .[É] importante
que eles não sejam confundidos com espécies indefesas ou comestíveis da
mesma classe. . . .[assim] Eles desenvolvem sinais de alerta (ver Glossário),
ou bandeiras, que servem como um aviso para que os possíveis inimigos
não os ataquem. . . ( Wallace[1889] apud (RUXTON; SHERRATT; P.,
2004) p. 82, tradução nossa). 2
O comentário seguinte de Darwin revela uma admiração entusiástica com a
explicação de Wallace, manifestando grande esperança que ela se encaixasse, e mais do
que isto, servisse de comprovação para a sua teoria evolucionista, embora também fosse
precavidamente cauteloso:“Eu nunca ouvi falar de nada mais engenhoso do que a sua
sugestão, e espero que você seja capaz de provar que ela é correta". ( Darwin [1887] apud
(RUXTON; SHERRATT; P., 2004) p. 83, tradução nossa) 3.
A ideia de Wallace e suas subsequentes elaborações por outros naturalistas
estabeleceram um novo conceito em Biologia conhecido como a teoria de Sinais de Alerta
que se consolidou e se fez conhecida por intermédio do influente livro: The Colours of
Animals: their meaning and use especially considered in the case of insects, London 1890,
escrito por Edward Poulton e publicado oito anos após a morte de Darwin. (RUXTON;
SHERRATT; P., 2004), (COTT, 1940), (HAMILTON; BROWN, 2001)
A Figura 2 mostra alguns exemplos de lagartas aposemáticas que possuem
algum grau de toxicidade em seus corpos. Podemos notar que seus padrões de cores são
bem definidos e não são caóticos.
Um ataque predatório é custoso para a presa em relação à sua sobrevivência,
lesão ou tempo necessário para afastar uma ameaça. Portanto, é importante que tais ataques
sejam de alguma forma impedidos, mesmo para presas com alguma defesa secundária
altamente eficaz, como por exemplo, alguma toxina. Defesas secundárias são defesas que
atuam após a detecção do predador, e que servem para fazer com que um encontro do
predador com a presa não seja lucrativo para o predador. Assim, colorações notáveis
e chamativas são frequentemente associadas a defesas secundárias eficientes, tais como
toxinas, espinhos ou bicadas (RUXTON; SHERRATT; P., 2004),(DAVIES; KREBS; WEST,
2012). Além disso, colorações conspícuas devem possibilitar predadores a distinguir presas
com tais defesas secundárias sendo bem visíveis de tal forma que o custo de ser facilmente
notável possa ser compensado por essas defesas secundárias. Esse contraste da presa com
1 ...why some caterpillars are so beautifully and artistically coloured.
2 the animals in question are possessors of some deadly weapons. . . It is, therefore, important that they
should not be mistaken for defenceless or eatable species of the same class. . . They require some signal
or danger flag which shall serve as a warning to would-be enemies not to attack them. . .
3 I never heard anything more ingenious than your suggestion, and I hope that you may be able to
prove it true.
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Figura 2 – Exemplares de lagartas tóxicas
(a) Lagarta Automeris metzli( Saturniidae) (b) Lagarta Sibine stimulea
(c) Lagarta da Borboleta Monarca Danaus plexippus (d) Lagarta Pseudosphinx tetrio
Fonte:
(a) http://www.phrygane.tk/insect-species/evolutionary-strategies-and-defensive-behaviors.html
(b) http://hypescience.com;
(c) e (d) http://obutecodanet.ig.com.br/index.php/2010/06/07/as-10-mais-fascinante-lagartas-
do-mundo/
o meio serve como uma “bandeira de aviso" aos predadores sobre seu gosto desagradável.
Como resposta, os predadores evitam a presa, tornando eficiente, para as presas, a proteção
aposemática. (RUXTON; SHERRATT; P., 2004)
Entretanto, essa hipótese por si só não explica porque animais aposemáticos
são tão notáveis, pois seria inútil uma presa apresentar uma “bandeira de alerta" se o
predador não “entender" o aviso. Por isso, a psicologia do predador é importante na teoria
dos Sinais de Alerta.
Além de ser dispendioso para a presa não palatável, o ataque predatório também
é dispendioso para o predador pois predadores ingênuos gastam mais energia e tempo com
o forrageamento. Portanto, espera-se que um sistema de sinalização evolua de modo que o
predador, através de suas habilidades psicológicas, aperfeiçoe sua capacidade de evitá-las.
Assim, os sinais de aviso devem ser relevantes para o predador dentro dos seus limites de
percepção (RUXTON; SHERRATT; P., 2004),(DAVIES; KREBS; WEST, 2012).
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Estas hipóteses foram comprovadas por Järvi, Wiklund e Sillén-Tullberg que
realizaram, em 1980, estudos sugerindo que o aposematismo de fato evolui em presas
com cores conspícuas porque aumenta as suas chances de sobrevivência a um ataque
feito pelo predador e facilita aos predadores a aprenderem sobre a impalatabilidade
das presas, impedindo novos ataques e reduzindo erros de reconhecimento (RUXTON;
SHERRATT; P., 2004),(DAVIES; KREBS; WEST, 2012),(VASCONCELLOS-NETO
JOãO; DE OLIVEIRA GONZAGA, 2000).
Na psicologia do predador há, pelo menos, quatro componentes principais que
podem afetar a maneira como predadores e presas aposemáticas interagem (SPEED, 2000):
• Fobia: capacidade de mostrar cautela em relação às presas. É intrínseca, não é apren-
dida. Concentra-se mais nos efeitos que os sinais de alerta têm sobre os predadores
inexperientes (ingênuos). Este comportamento foi de outra forma geneticamente
impresso no predador em uma escala de tempo muito grande devido à prevalência
de certa característica. Por exemplo, a anatomia de uma serpente é repelente ao ser
humano independente de seu aprendizado ou convívio com estes animais. Suas cores
escuras por si só, em geral, causam repulsa, uma vez que são cores muito marcantes
em animais peçonhentos.
• Aprendizagem: capacidade de aprender a evitar presas não palatáveis. Os padrões
destacados e visíveis das presas, em um primeiro momento, atraem os predadores
para o ataque, mas desde que as cores sejam singulares, isto é, se destaquem no meio
em que vivem, esses encontros fazem com que o predador aprenda a evitar essas
presas. (ver mais sobre aprendizagem no Glossário)
• Processo de reconhecimento: capacidade de reconhecimento de estímulos familiares.
Isso é essencial para uma aprendizagem cumulativa. Experimentos com pintinhos
mostraram que as aves podem reconhecer e lembrar diferenças de cor que são
indistinguíveis aos olhos humanos. Isso significa que, as aves podem reconhecer cores
familiares com um certo grau de precisão.(SPEED, 2000)
• Memória: capacidade de guardar a informação aprendida pelo processo de reconhe-
cimento. Um sinal com boas características de memorização será esquecido mais
lentamente, e, assim, proporcionar à presa maior proteção.
Experimentos feitos por vários naturalistas, principalmente com aves ((RUX-
TON; SHERRATT; P., 2004),(SPEED, 2000), (DAVIES; KREBS; WEST, 2012)), con-
firmaram que os sinais aposemáticos altamente notáveis contribuem significativamente
para:
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1. o aumento da fobia: aves parecem ter aversões, que não foram aprendidas, a cores e
padrões que são tipicamente aposemáticas;
2. a melhoria da aprendizagem: esta pode ocorrer de duas formas: a) pela aceleração
da frequência dos encontros de presa-predador ou b) pelas alterações cognitivas que
provocam taxas de aprendizagem maiores independentemente das taxas de encontros;
3. aumentar o reconhecimento das presas pelos predadores: isso ocorre através da
distinção e visibilidade das presas. Depois que características foram aprendidas, pre-
dadores podem aumentar sua resposta de evitar a presa quando os sinais de alerta são
“exagerados". E assim, predadores experientes reduzem os erros de reconhecimento.
4. a manutenção da memória sobre a impalatabilidade da presa, retardando o esqueci-
mento.
Um exemplo muito interessante sobre as vantagens de ser críptico (ver Glossário)
e conspícuo é o caso dos gafanhotos da espécie Schistocerca gregaria, que são conhecidos
como gafanhotos do deserto. Quando a densidade populacional desses gafanhotos é baixa,
eles são verdes o que causa uma camuflagem com o substrato e movem-se lentamente
(alguns predadores somente percebem a presença e localização de suas presas devido a
algum movimento brusco delas. Presas estáticas podem ser invisíveis para seus predadores.),
evitam uns aos outros e não se alimentam de plantas que possuem alguma toxina. Mas
quando sua densidade populacional é alta, eles desenvolvem cores chamativas em preto e
amarelo, são atraídos uns pelos outros e passam a incluir em sua dieta plantas tóxicas
para que se tornem desagradáveis aos predadores. E, experimentos mostraram que os
predadores aprendem mais rápido a evitar gafanhotos impalatáveis, com colorações preta e
amarela, do que gafanhotos crípticos (coloração semelhante ao substrato) verdes (DAVIES;
KREBS; WEST, 2012).
Quando o predador aprende a evitar uma presa desagradável, em geral, passa
a evitar também uma presa palatável que se assemelha na aparência à desagradável.
Experimentos realizados em laboratório confirmaram isso. Por exemplo, estudos feitos
por Jane Van Zandt Brower mostraram que pássaros Gaio-Azul (espécie Cyanocitta
cristata, comuns na América do Norte), aprenderam a evitar o ataque às borboletas não
palatáveis monarcas e rainhas após prová-las. E passaram a rejeitar espécies palatáveis
que se assemelhavam a elas. (Brower 1958 a-c apud (RUXTON; SHERRATT; P., 2004)).
Por outro lado, a atração/ataque a uma presa desagradável não é totalmente
descartada. Há um custo-benefício que pode ser avaliado pelo predador, levando em conta a
sua necessidade de nutrientes. Na falta completa de alimentos palatáveis, um predador pode
eventualmente atacar uma presa aposemática que, ao custo de algum aspecto desagradável,
lhe ofereça uma quantidade razoável de proteínas. O que o predador sabe sobre a qualidade
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nutritiva da presa e a relação entre essa qualidade e a toxicidade ainda são objetos de
estudo (SKELHORN; HALPIN; ROWE, 2016).
Essas características de presa e predador são ingredientes fundamentais para a
Teoria de Mimetismo, que é o assunto da próxima seção.
1.2 A origem histórica da Teoria do Mimetismo
A palavra Mimetismo provém do grego “mimetés" que significa imitação. Essa
imitação ocorre quando há semelhança física ou de comportamento, geralmente o mimetismo
era usado para descrever pessoas. Mas a partir do século XIX o termo mimetismo foi
aplicado à biologia.
A atual Teoria do Mimetismo, que se desenvolveu a partir da teoria dos Sinais
de Alerta de Wallace, teve seu início no trabalho de Henry Walter Bates (1825-1892),
também amigo de Darwin. Vale observar que, Alfred R. Wallace durante quatro anos
(1848-1852) acompanhou Henry Bates em sua exploração científica, coletando material e
fatos, principalmente relacionados às borboletas. As observações de Bates foram reunidas
no histórico artigo,“Contributions to an Insect fauna of the Amazon valley: Leptoptera
Heliconidae- Transactions of the Linnean Society of London, 1862, que se tornou o
documento fundador da Teoria do Mimetismo.
Bates também observou borboletas da espécie Ithomiinae, cujos indivíduos
adultos vivem de 4 a 8 meses e têm o comportamento de viver juntas, podendo avós
conviver com filhas e netas. ((JR; BENSON, 1974),(JR, 1981)).
Uma observação que impressionou Bates foi a diversidade de padrões de asas
e cores das borboletas que ele estava determinado a explicar dentro da Teoria da Evo-
lução. A principal explicação proposta por Bates foi a “Força da Raridade"((RUXTON;
SHERRATT; P., 2004)), em que uma espécie mutante de borboletas que apresenta uma
distinta configuração de suas asas não seria inicialmente reconhecida com facilidade por
seus predadores, pássaros em geral. Assim, enquanto a espécie tivesse um pequeno número
de indivíduos estaria protegida de uma grande predação. A grande quantidade de mutações
e, dentre estas, a ocorrência frequente de tais episódios levaria ao aparecimento de várias
novas configurações de asas o que, enfim, explicaria a diversidade de aspecto das borboletas.
Outra ideia fundamental, descrita por ele mesmo e originada do artigo de 1862,
que deu início à Teoria do Mimetismo é que “Os membros de uma espécie palatável podem
usufruir de um certo grau de proteção quando se assemelham a uma espécie não palatável
que é evitada por predadores". (RUXTON; SHERRATT; P., 2004)
Observando as borboletas tropicais, Bates confirmou que algumas espécies
possuiam em seus corpos substâncias altamente desagradáveis, mas não letais para os
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predadores, e configurações exageradamente coloridas de suas asas de forma a alertá-los.
Predadores percebem a toxicidade das presas degustando-as e, geralmente, matando-as
ou ferindo-as no processo, devido à fragilidade das presas. Entretanto, vale comentar
que alguns estudos com borboletas impalatáveis mostraram que essas possuem um corpo
mais flexível e resistente do que as palatáveis (VASCONCELLOS-NETO JOãO; DE
OLIVEIRA GONZAGA, 2000). Bates também concluiu que os pássaros aprendem a
evitar as borboletas tóxicas identificando-as através de seus padrões de asas, mantendo
em sua memória uma associação dos padrões de asas peculiares como sinais de alerta
sobre a toxicidade. Assim, uma extraordinária proteção contra predadores resulta para
qualquer espécie de borboleta que apresente o mesmo padrão de asa, independente da
toxicidade. Borboletas não-aposemáticas (não-tóxicas), assemelhando-se às borboletas
aposemáticas (tóxicas), pela mutação e “Força da Raridade", se beneficiariam pela proteção
“guarda-chuva" obtida da espécie aposemática e se desenvolveriam com mais vigor, tendo
uma chance muito maior de escapar da extinção e se proliferar em uma nova população
(ver Glossário). A espécie tóxica foi denominada “Modelo"e a não-tóxica “Mímica". Este
argumento básico do artigo de Bates de 1862 ficou imediatamente conhecido como Teoria
do Mimetismo Batesiano, assim como suas implicações e variações.
A formação de padrões nas asas para a borboleta é metabolicamente menos
dispendiosa do que o desenvolvimento de órgãos de produção e armazenamento de toxinas.
A população mímica, com esta estratégia evolutivamente e metabolicamente barata, usada
para o desenvolvimento de padrões de asas, ganha excelente proteção contra predadores
sem muito dispêndio de recursos metabólicos, uma vez que a produção de moléculas de
toxinas complexas exige um custo metabólico muito mais caro.
Isto implica que o mimetismo Batesiano tem características de “parasitismo”,
no sentido de que uma espécie tira proveito de fato em prejuízo de outra. O prejuízo para
a espécie tóxica é resultado do fato que um pássaro que encontra vários mímicos palatáveis
“desaprende” a lição da toxicicade, ou seja, dificulta o aprendizado resultando em maior
abate de indivíduos tóxicos.
A variedade de padrões das asas das borboletas é um exemplo de grande
diversidade de formas que existem na natureza, o que sempre intrigou pesquisadores porque
as formas e cores das asas são formadas a partir de poucos padrões. As borboletas são da
ordem Lepidoptera que significa “asas escamosas”. Os padrões das asas das borboletas são
mosaicos em escalas minúsculas. Esses mosaicos são formados por escamas microscópicas
e monocromáticas sobrepostas em camadas como telhas em um telhado de uma casa. As
cores das escamas das borboletas podem ser formadas de duas formas: por pigmentação e
estrutural. As cores formadas por pigmentação, por exemplo, preto, marron, alguns tons
de vermelho, provém, de poucos tipos de produtos químicos (abundantes na natureza),
em geral, melaninas. Já a forma estrutural define cores através de características de
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posicionamento das escamas. Todos os azuis e verdes das asas das borboletas são estruturais,
essas cores surgem através da interferência, difração ou espalhamento de luz sobre as
escamas. Outra informação que se tem é que a pigmentação das escamas ocorre apenas nos
últimos dias da fase pupal (fase anterior à fase adulta). Mas os mecanismos dos quais as
formas e padrões são gerados e modificados ainda são desconhecidos e têm sido estudados
(NIJHOUT, 1981).
Os padrões em evolução não poderiam ter sido previstos unicamente pela
informação genética. Nos últimos anos modelagens matemáticas têm sido feitas propondo
mecanismos para desvendar o processo na morfogênese (responsável pelo desenvolvimento
de padrões e formas) (ver Glossário). Murray em (MURRAY, 1981) propôs um modelo de
mecanismo com base num difusor morfogênico (um agente químico que pode causar ou
determinar a morfogênese) que ativa um gene ou uma enzima de coloração específica para
gerar um padrão espacial heterogêneo estável. Além deste, outros modelos matemáticos
que descrevem formação de padrão de cores nas asas das borboletas usam o modelo de
reação-difusão, conhecido como Mecanismo de Turing (ver Glossário) (MURRAY, 2001).
Nijhout e Sekimura fizeram simulações numéricas usando esse mecanismo que apresentaram
resultados consistentes com os padrões encontrados na natureza (SEKIMURA et al., 2000),
(NIJHOUT, 1990).
Ao contrário dos padrões de cores, o desenvolvimento da toxicidade, além de
ser um processo caro, é muito lento pois se dá em uma escala de tempo muito maior do que
uma “simples” mutação das asas. Em casos onde a borboleta absorve a toxina do alimento
este deve ser abundante e permanente para que gerações de borboletas tenham tempo de
evoluir um sistema digestivo capaz de metabolizar a substância tóxica e um sistema capaz
de armazená-lo. Nos casos onde a borboleta desenvolver um sistema fisiológico/metabólico
que durante uma evolução produza uma toxina também deve ser desenvolvido um lugar
apropriado em seus corpos para o armazenamento da toxina. Essa toxina é também
perigosa para a própria borboleta, pois o que é tóxico para o predador, em geral, também
pode ser tóxico para a própria presa. Além disso, a toxicidade deve ter uma certa potência
para ser desagrádavel e impressionar o pássaro mas não matá-lo, pois a intenção não
é matar o “estudante”. Uma toxicidade “para matar” os pássaros somente teria efeito
protetor se estes episódios pudessem ser culturalmente aprendidos. Além disso, teria um
custo metabólico muito maior.
Nem todos os padrões de asas em mimetismo são sinais e a fim de que sejam
eficazes como tais, devem ser memoráveis e distinguíveis por predadores, sem muito tempo
nem capacidade cognitiva para analisá-los. Embora as aves sejam visualmente inteligentes,
elas encontram dificuldade para reconhecer e distinguir sinais de maneira rápida, a menos
que sejam simples e pertençam a uma classe muito particular de modelos conhecidos e
repetitivos. Um desenho muito complexo não é adequado para bandeiras de sinalização. Até
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mesmo seres humanos, em vários casos, têm dificuldade de distinguir objetos semelhantes.
Podemos tomar como exemplo, o jogo dos sete erros (Figura 3). Neste jogo somos desafiados
a encontrar sete diferenças entre duas figuras semelhantes. Precisamos de um certo tempo
para identificar as diferenças. O pássaro, para identificar a presa, precisa reconhecer as
diferenças entres elas e em um período de tempo muito curto. Por isso, os sinais devem ser
relativamente simples e não complexos quando comparados à acuidade visual do pássaro.
Figura 3 – Exemplo de Jogo dos Sete Erros.
Fonte: Revista Coquetel, nível fácil, no 279.
Figura 3. Neste desenho, por exemplo, sem muito esforço, depois de um curto período de
tempo, é fácil encontrar as sete diferenças entre as figuras.
Como muitas outras previsões de Darwin, o Mimetismo Batesiano tornou-se, de
fato, um dos pilares mais bem sucedidos de sua Teoria Evolutiva e tem sido amplamente
confirmado e estudado desde então, sendo ainda um campo de pesquisa ativo em todos os
seus aspectos e ramificações.((RUXTON; SHERRATT; P., 2004), (SHERRATT, 2008),
(BROWNE, 2002)).
A Figura 4 mostra um exemplo de mimetismo Batesiano entre as borboletas
Monarca (Danaus plexippus) e Vice-rei (Limenitis archippus). As borboletas Monarcas
são tóxicas, denominadas modelos, enquanto que as borboletas Vice-rei não possuem
substância tóxica em seus corpos e, portanto, são as mímicas.
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Figura 4 – Exemplo de Mimetismo Batesiano.
Fonte: http://www.aprenda.bio.br/portal/?p=6617
Uma explicação simples, mas sutil, como a que Bates apresentou, embora
parecesse totalmente plausível, especialmente para os evolucionistas, trazia entretanto
várias dificuldades em seu bojo. Logo se percebeu que muitas hipóteses implícitas foram
feitas para a construção deste argumento que requeriam uma análise mais profunda, antes
que a explicação de Bates pudesse ser aceita como uma teoria de fato. Darwin foi o primeiro
a detectar os seus pontos fracos e para esclarecê-los utilizou de sua extensa correspondência
para influenciar seus colaboradores, dentre eles um certo Fritz Müller, do Brasil. Na
verdade, desde a publicação do artigo de Bates em 1862, muitos avanços conceituais para
sua teoria vieram à tona, alguns deles feitos por este mesmo Fritz Müller, principalmente
com relação à Dinâmica de Aprendizagem do predador (FISHER, 1930), (WEST,
2003), (FONTES, 2012), (FONTES; HAGEN, 2012).
A mais famosa contribuição de Müller para a Teoria do Mimetismo ( e talvez
para toda Biologia, dentre seus numerosos trabalhos) foi a observação de campo e sua
posterior análise matemática de um fenômeno muito especial e surpreendente de mimetismo
que ocorre quando duas espécies distintas de presas, já tendo “pago” um alto custo para
evoluir a um grau similar de toxicidade, adquirem também configurações de asas em
comum, ou muito parecidas (RUXTON; SHERRATT; P., 2004).
A Figura 5 mostra um exemplo de mimetismo Mülleriano, onde ambas as
espécies de borboletas apresentam um grau de toxicidade em seus corpos.
A explicação de Müller para tal fenômeno teve como base a hipótese que os
predadores aprendem a distinguir padrões de asas por experiência individual, um estímulo
negativo. O predador degusta um indivíduo desagradável, matando-o no processo, fazendo
com que o predador evite presas com este padrão pelo menos enquanto persistir na memória.
Assim, o ônus para o ensino de seu predador comum poderia ser compartilhado por ter
aparências semelhantes, ou seja, a quantidade de vítimas do ensino torna-se um custo
compartilhado. É compreensível que este seja um processo de cooperação e deve beneficiar
ambas espécies quando, de fato, a dinâmica de aprendizagem dos predadores for obtida
por intermédio de experiências individuais e envolva um considerável custo populacional
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Figura 5 – Exemplo de Mimetismo Mülleriano
(a) Borboleta Eueides pavana
(b) Borboleta Actinote pellenea pelle-
nea
Fonte:https://netnature.wordpress.com/2013/02/13/como-o-mimetismo-se-estabelece-em-
borboletas/
das presas.
Pode-se considerar que existe um conhecimento cultural (social) normalmente
transmitido através da sobreposições de gerações, quando o ensino dos mais jovens é
realizado principamente por imitação de comportamento dos indivíduos mais velhos. As
aves jovens, por exemplo, provavelmente aprendem por imitação aos indivíduos mais velhos
que as borboletas, em geral, são uma importante fonte de alimento, uma lição fácil de
aprender. No entanto, é difícil conceber que uma distinção precisa de padrões palatáveis
entre outras semelhantes pode ser aprendida a partir de um só processo de observação.
Para aprender a distinguir padrões muito semelhantes de padrões de asas,
estímulos muito fortes (positivos ou negativos) são necessários afim de que a informação
fique gravada na memória do pássaro. Experiências têm demonstrado que a aprendizagem
de distinção de padrões não é conseguida sem uma pressão forte. A alegação de Müller
foi que a toxicidade altamente repugnante de uma borboleta aposemática é um estímulo
suficiente para resultar neste aprendizado.
O contraste importante entre os mimetismos Batesiano e Mülleriano é clara-
mente mostrado quando analisamos o tipo de interação que é peculiar a cada caso. O
que caracteriza o Mimetismo Batesiano é um parasitismo de uma espécie não-tóxica com
respeito a uma espécie tóxica que “investe” grande parte de seu metabolismo nesta defesa,
enquanto que no Mimetismo Mülleriano há, obviamente, um fenômeno cooperativo. Casos
intermediários, isto é, quando a espécie menos tóxica imita uma espécie mais tóxica, tam-
bém caracteriza um efeito com certo grau de parasitismo e assim é igualmente considerado
como um Mimetismo Batesiano.
Assim, uma vez que a toxidade exatamente similar não é uma situação eviden-
temente mensurável no mundo real, tem havido um debate vigoroso na literatura biológica
sobre a existência, ou não, de um mimetismo essencialmente Mülleriano. Vamos tomar a
posição de que um grau próximo de toxicidade é suficiente para caracterizar o fenômeno
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de mimetismo como Mülleriano, uma vez que, em tal caso, não existe uma maneira para
determinar exatamente um “parasitismo” feito por uma ou outra espécie ((RUXTON;
SHERRATT; P., 2004), (ROWLAND et al., 2010)).
No capítulo três abordaremos com mais detalhes os argumentos de Müller,
considerando duas espécies de borboletas de mesmo grau de toxicidade, seu modelo
matemático original e uma extensão desse modelo para presas com grau de toxicidade
diferentes.
A seguir, contaremos um pouco sobre a biografia de Fritz Müller, cujo trabalho
foi a inspiração para essa tese.
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2 Fritz Müller
Neste capítulo apresentamos um breve levantamento biográfico sobre Fritz Mül-
ler, sua relação com Charles Darwin e o Mimetismo Mülleriano. Müller foi um naturalista
alemão que emigrou para o Brasil. Publicou cerca de 260 artigos nas áreas de botânica,
zoologia dos invertebrados e ecologia, em revistas alemãs, inglesas, francesas e brasileiras.
Pode ser considerado o primeiro biomatemático do Brasil e o criador do primeiro modelo
matemático de dinâmica populacional envolvendo a interação entre populações, que de-
monstra vantagem para a espécie mais rara (FONTES; HAGEN, 2012). Suas ideias ainda
geram discussões na atualidade (DAVIES; KREBS; WEST, 2012)(RUXTON; SHERRATT;
P., 2004).
2.1 Fritz Müller
Johann Friedrich Theodor Müller nasceu no dia 31 de março de 1822, na aldeia
de Windischholzhausen, na região central da Alemanha. Seu gosto pela botânica e farmácia
surgiu por influência do avô materno e um tio que eram farmacêuticos (WEST, 2003).
Na Universidade de Berlim, cursou disciplinas de ciências naturais e Matemática
e em 1844 obteve o doutorado em Filosofia. Depois cursou medicina em Greifswald, mas
não recebeu o título por recusar-se a proferir algumas palavras cristãs, que faziam parte
do juramento. Ele se filiou a um movimento filosófico, muito em moda na Alemanha na
época, onde eram discutidas questões religiosas e questionados os dogmas da igreja. Perdeu
totalmente sua fé e “qualquer compromisso que o afastasse de suas convicções lhe parecia
intolerável e vergonhoso”.((CASTRO, 1992),p. 23)
Devido às condições sócio-econômicas não muito boas na Alemanha àquela
época e a imagem de que o novo mundo tinha riqueza de fácil acesso, Müller decide emigrar
para o Brasil. Saiu de Hamburgo no dia 19 de maio de 1852.
O que me impele a emigrar é, de certa forma, um ato de desespero.
Através de minha teimosia, minha insistência em permanecer fiel aos
meus princípios, sem considerar a superlativa força do sistema, preferindo
se espatifar a se curvar às imposições, fui tão longe que, nesta terra, para
ganhar o pão de cada dia, só me resta atuar como professor particular,
me transformar em homem de letras, ou então como operário. (Fritz
Müller apud (FONTES; HAGEN, 2012))
Em 22 de agosto de 1852, Fritz Müller, sua esposa e uma filha (as outras 8
filhas nasceram no Brasil), com alguns meses de idade, chegaram à Colônia de Blumenau,
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que leva o nome de seu fundador o doutor Hermann Blumenau, no Vale do Itajaí, região
sul do Brasil.
Eu escolhi o Brasil, em primeiro lugar, por causa de sua rica fauna e flora,
em segundo lugar porque pensei que a índole alemã poderia se conservar
mais facilmente do que entre os ianques, e em terceiro lugar, porque para
mim os fundadores da colônia de Blumenau já me eram conhecidos de
muitos anos. (Fritz Müller,1892, apud (FONTES; HAGEN, 2012))
Isto mostra que ele não era totalmente contra os fundamentos alemães da época,
ou seja, ele queria deixar a Alemanha mas levá-la consigo.
Nos seus primeiros anos no Brasil, trabalhou como um simples colono pois
precisou desmatar a área onde iria residir e plantar o sustento da família. Ao mesmo
tempo, encontrou ali um vasto campo para trabalhos científicos. A fauna e a flora eram
exuberantes e cheias de diversidade. Em casos de extrema urgência trabalhava como
médico.
Tinha como instrumento para o trabalho científico apenas um microscópio que
ganhou do professor Johannes Müller. Como não tinha com quem conversar sobre as suas
observações, trocava cartas com outros cientistas da Alemanha (CASTRO, 1992).
Müller tinha divergências ideológicas e religiosas com Hermann Blumenau que
lhe conseguiu uma vaga de professor no Liceu Provincial (hoje Colégio Catarinense) em
Desterro (atual Florianópolis) para afastá-lo da colônia. Mas, para assumir o cargo de
professor, Fritz teve que se naturalizar brasileiro.
Assim, em 1856 mudou-se para a então cidade de Desterro onde ministrou aulas
de matemática e ciências no Liceu Provincial. Construiu um pequeno jardim botânico
no quintal do Liceu. Aproveitou a oportunidade para estudar a fauna marinha no litoral.
Estudou crustáceos da região e com isso formulou argumentos para colaborar com a teoria
evolucionista de Charles Darwin, sendo citado várias vezes no livro “A Origem das Espécies”
de Darwin. Trataremos de sua relação com Darwin, com um pouco mais de detalhes, na
próxima seção.
Em 1859 houve troca de presidente da província, que resultou em várias
mudanças, uma delas foi a entrega do Liceu aos cuidados dos jesuítas. Müller teve alguns
conflitos com os jesuítas. Sem muita opção em Desterro, em 1867 escreveu uma carta para
a Assembleia Provincial sugerindo ser aproveitado como pesquisador da flora. Aprovado o
pedido, “... foi incumbido de realizar estudos para experimentar o plantio e o cultivo de
plantas exóticas e nativas com emprego na indústria” (CASTRO, 1992).
Assim, em 1867 ele voltou ao Vale do Itajaí, onde realizava suas tarefas de
pesquisa e recebia um pagamento do governo da província. Vale comentar que Müller nunca
saiu do território Catarinense. É notável que no ano de 1867 um governo se dispusesse a
Capítulo 2. Fritz Müller 29
destinar uma verba “a fundo perdido” somente para o sustento de um “pesquisador da
natureza”.
Na década de 1870, Ladislau Neto, diretor do Museu Nacional, no Rio de
Janeiro, criou o cargo de “naturalista viajante”, sendo Müller nomeado oficialmente para
o cargo em 1876. Continuava estudando a fauna e a flora, principalmente o mimetismo
entre borboletas e enviava relatórios ao Museu Nacional. Ocupou o cargo por 15 anos
até 1891, quando o governo da República, recém instalado, exigiu que os funcionários do
museu residissem no Rio de Janeiro (CASTRO, 1992)(WEST, 2003). Agora, era a vez
da burocracia da moderna República vencer as boas intenções e o iluminismo da velha
monarquia.
Em Blumenau, ocupou os cargos de delegado da Vila e juiz de paz. Recebeu o
título de doutor honoris causa das universidades de Bonn e Tübingen.
Na cidade que escolheu para viver no Brasil, faleceu em 1897.
Figura 6 – Fritz Müller em 1891.
Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Fritz-muller-1821-1897.jpg
Homenagens Póstumas Impróprias
Em 1996, a Câmara Municipal de Blumenau instituiu uma Comenda Honorífica
em prol da medicina, educação, ciência e ecologia, denominada Comenda Municipal de
Mérito Fritz Müller. Em 21 de maio de 1997, no aniversário do centenário de sua morte,
Fritz Müller (in memoriam) foi contemplado com a primeira edição desta Comenda.
Em 1982, a Fundação do Meio Ambiente de Santa Catarina (FATMA) instituiu
o troféu Fritz Müller que passou a ser dado à Instituições e personalidades que protegem o
meio ambiente.
Em 22 de outubro de 2009, a Universidade Federal de Santa Catarina concedeu
o título de doutor honoris causa in memoriam para Fritz Müller, o que muito honra a
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referida universidade (UFSC, 2009).
Teria sido muito interessante, como uma bela homenagem a Fritz Müller, se a
prefeitura de Blumenau, ou a própria UFSC, tivessem instituído uma disciplina de biologia
na Universidade ou uma bolsa de estudos de Biomatemática.
2.2 Müller e o Evolucionismo
Em 1861, Müller recebeu um exemplar do livro “On the Origin of Species by
Means of Natural Selection”, de autoria de Charles Darwin. Este livro lhe foi enviado pelo
amigo Max Schultze, professor de zoologia em Halle, Alemanha. Max lhe enviava todos
os anos livros e publicações científicas recentes para que pudesse se manter atualizado
com os avanços dos estudos na Europa/Alemanha. “Entusiasmado com o livro resolveu
dedicar-se a comprovar as teorias darwinianas, usando os escassos meios de que dispunha”
(CASTRO, 1992).
Nesta época, residindo em Florianópolis, Müller desenvolveu seu estudo sobre
caranguejos e camarões e fundamentou seu apoio à teoria de Darwin que resultou no livro
“Für Darwin”, publicado em 1864 na Alemanha. Este livro projetou Müller nos meios
científicos europeus pois estabeleceu fundamentos importantes para o evolucionismo.
Darwin, após tomar conhecimento do conteúdo do livro, iniciou um longo ciclo
de correspondências (cerca de 240 cartas) e troca de informações sobre zoologia e botânica
com Müller. Muitas correspondências entre eles foram traduzidas por Cezar Zillig (ZILLIG,
1997). Darwin incentivava Müller a escrever suas descobertas e publicá-las em inglês. Essa
amizade durou 17 anos até a morte de Darwin em 1882. Nunca chegaram a se conhecer
pessoalmente.
Charles Darwin referia-se a Müller como “Príncipe dos Observadores” por causa
da minúcia e precisão, o rigor e a paciência que dedicava-se às suas experiências, usando
apenas um microscópio (CASTRO, 1992).
A contribuição de Müller para a teoria de Darwin foi de tal importância que
Müller é citado mais de dezessete vezes nas edições seguintes do livro “A Origem das
Espécies”, talvez o mais importante livro científico já publicado (devido ao conteúdo e a
época de sua publicação). É importante ressaltar que este livro foi publicado em 1859, e
repetidamente revisado por Darwin em várias edições posteriores, a última delas em 1872.
Portanto, como o trabalho de Müller sobre o mimetismo somente foi publicado em 1879,
isto explica a ausência de uma citação direta do artigo nesta obra.
No próximo capítulo abordaremos os argumentos sobre o mimetismo que consta
no artigo original de Müller e seu modelo matemático.
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3 O Mimetismo Mülleriano
Em maio de 1879, Fritz Müller publicou um artigo na revista alemã Kosmos,
intitulado: “Ituna and Thyridia: um notável caso de mimetismo em borboletas”. Esse artigo
foi traduzido para o inglês por Raphael Meldola, por sugestão de Darwin, e publicado
na revista Transactions of Entomological Society of London no mesmo ano. Nesse artigo,
Müller descreveu a semelhança no padrão das asas entre duas espécies de borboletas
não-palatáveis, fez análises e concluiu que estaria ocorrendo um caso de mimetismo. Além
disso, escreveu um modelo matemático para apoiar sua teoria, considerando as duas
espécies com o mesmo nível de toxicidade. James Mallet em (MALLET, 1999) extendeu
esse resultado para espécies com níveis diferentes de toxicidade. Sobre isso trataremos
neste capítulo.
Fritz Müller tomou como base para seus relatos os gêneros de borboletas Ituna
e Thyridia, pertencentes à família Heliconidae. Suas observações foram feitas na Floresta
Atlântica no sul do Brasil, na região de Blumenau/SC.
Ele observou que os gêneros são intimamente ligados pela semelhança, mas não
devido à consanguinidade, pois não se cruzavam, e sim por meio de imitação. Além disso,
descreveu semelhanças e diferenças morfológicas e fisiológicas entre os dois gêneros.
“[...] a semelhança destes dois gêneros só podia ser atribuída à descen-
dência de um ancestral comum se eles tivessem preservado a coloração
original e marcação dos ancestrais de toda a Ithominae e Danaidae. Mas
isto não pode ser confirmado.” ((MÜLLER, 1879), tradução nossa) 1
Müller desenhou as seguintes asas e descreveu a comparação entre elas. A
Figura 7 mostra o desenho feito por Müller para mostrar as semelhanças nos padrões das
asas entre os gêneros Ituna e Thyridia.
Ele concluiu que um caso de imitação ou mimetismo se apresentava e ficou
surpreso por encontrar mimetismo entre dois gêneros tóxicos de borboletas, pois ambos já
estariam protegidos pelas suas toxicidades. A explicação que se tinha até então para casos
de mimetismo era que espécies não protegidas (não tóxicas) imitam espécies protegidas
(tóxicas) como forma de proteção, o Mimetismo Bastesiano.
Para explicar este caso de mimetismo então teria que se responder as questões:
(1) Qual seria o modelo e qual seria o mímico? No caso do mimetismo Batesiano o modelo
é a espécie tóxica e o mímico a espécie não-tóxica. No caso em questão, poderia pensar-se
1 the resemblance of these two genera could only be ascribed to descent from a common ancestor if they
had preserved the original colouring and marking of the ancestors of all the Ithomiae and Danaidae.
But this cannot be maintained.
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Figura 7 – Exemplo original de Fritz Müller para o Mimetismo Mülleriano
(a) Asas da Ituna Ilione (b) Asas da Thyridia Megisto
Figura 7: A figura mostra os padrões similares encontrados por Müller entre as duas espécies.
A numeração serve para a comparação.
Fonte:(MÜLLER, 1879)
que o modelo é o mais comum e o mímico o mais raro. Observando algumas espécies,
concluiu que o mímico pode ser mais comum. Mas observando as duas espécies, pelo menos
no estado de Santa Catarina, ambas são raras, não sendo possível indicar o modelo e o
mímico. Vale salientar que isso ainda intriga pesquisadores (RUXTON; SHERRATT; P.,
2004). Pode, também, ocorrer que o modelo seja extinto e o mímico não. (2) O modelo não
seria aquele que herda as cores originais de sua família e o mímico aparece com padrões
emprestados? (3) E finalmente, o modelo seria não-palatável enquanto o mímico palatável
procura proteção?
As questões (2) e (3) se resumem em: qual é o significado do fenômeno do
mimetismo entre duas espécies que já possuem proteção contra predadores pela sua
impalatabilidade? Ou seja, qual seria a vantagem para as espécies desenvolverem padrões
semelhantes? Para responder a esta questão, Müller argumentou sobre a dinâmica de
aprendizagem dos pássaros, sua importante contribuição para a teoria do mimetismo.
Müller assumiu que a origem do conhecimento de cada pássaro (predador) sobre
a toxicidade da borboleta (presa) não era genética e nem cultural, isto é, pela observação
do comportamento de outros pássaros, mas sim pela própria experiência individual. Para
isso, o pássaro teria que experimentar um certo número de borboletas tóxicas, até atingir
um limite de máximo suportável de tolerância à toxina, e com isso aprender a identificá-las
e evitá-las. Observe que uma borboleta tóxica, neste caso, poderia ser uma presa proveitosa
desde que os nutrientes adquiridos fossem em quantidade suficiente e a toxicidade resultante
de seu consumo não ultrapassasse o nível suportável pelo pássaro. Nesses encontros as
borboletas morrem. A conclusão foi que, se duas espécies desagradáveis são suficientemente
semelhantes a ponto de serem confundidas umas com as outras então as duas espécies
compartilham o ônus de ensinar os pássaros a evitá-las, isto é, juntas irão contribuir
com o mesmo número de vítimas no ensino dos pássaros que cada uma perderia se
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tivessem padrões diferentes. Se as espécies têm asas (sinais) igualmente comuns então
ambas terão o benefício da semelhança e cada uma perderá um número de indivíduos
proporcional à sua população. A espécie com uma população menor terá mais proteção,
a custo proporcionalmente menor. É um processo evolutivo de cooperação pois a taxa
de predação per capita (ver Glossário) de cada espécie diminui. Implicitamente, a esta
explicação tem-se as hipóteses da capacidade cognitiva dos pássaros e sua acuidade visual.
Talvez por isso a ideia de Müller não tenha sido aceita inicialmente (MALLET, 1999).
Para apoiar sua teoria, Müller formulou um modelo matemático, colocado como
nota de rodapé em seu artigo, transcrito abaixo:
“Sejam A e B duas espécies de borboletas igualmente desagradávies e npAq
e npBq os números de indivíduos das duas espécies respectivamente, em alguma região
durante um verão, e seja n o número de indivíduos que o predador precisa provar até que
a desagradabilidade da presa seja conhecida durante um verão. Se ambas as espécies são
totalmente distintas então cada uma perde n indivíduos. Se, entretanto, elas são similares
de tal forma que são indistinguíveis aos predadores então a espécie A perde
npAqn
npAq ` npBq
e B perde
npBqn
npAq ` npBq
indivíduos. Assim, o ganho absoluto pela semelhança para A é
n´ npAqn
npAq ` npBq “
npBqn
npAq ` npBq ,
e de forma similar para B temos
npAqn
npAq ` npBq .
O ganho absoluto, comparado à ocorrência da espécie para A é
lA “ npBqn
npAqpnpAq ` npBqq
e para B é
lB “ npAqn
npBqpnpAq ` npBqq ,
de onde segue a seguinte proporção
lA : lB “ pnpBqq2 : pnpAqq2.2
Por exemplo, sejam A e B duas espécies de borboletas igualmente desagradáveis
com npAq “ 3000 e npBq “ 15000 respectivamente e n “ 1500.
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A espécie A perde
npAq.n
npAq ` npBq “
3000ˆ 1500
18000 “ 250
indivíduos e a espécie B perde
npBq.n
npAq ` npBq “
15000ˆ 1500
18000 “ 1250.
Os indíviduos que A perde B “ganha”, pois na realidade B deixa de perder, e vice-versa.
O ganho absoluto da espécie A é
lA “ 12503000 “
5
12
e o ganho absoluto da espécie B é
lB “ 25015000 “
1
60
e
lA : lB “ 25 : 1 “ npBq2 : npAq2.
O que significa que como B é 5 vezes mais comum que A, A tem uma proteção 25 vezes
maior do que B contra os predadores.
Na sua teoria e modelo matemático, Müller supôs que as espécies tinham
o mesmo grau de toxicidade. James Mallet, em seu artigo de 1999 (MALLET, 1999),
discute as causas teóricas e consequências evolutivas do fenômeno cooperativo Mimetismo
Mülleriano. Além disso, Mallet estendeu o modelo de Müller considerando espécies com
toxicidades diferentes.
No caso onde as toxidades são diferentes, o ganho para as duas espécies
permanece. A predação per capita diminui com o aumento da densidade de presas e
também com uma maior quantidade de espécies com padrões de asas semelhantes.
Estendendo o modelo de Müller, Mallet propôs o seguinte:
Sejam E1 e E2 duas espécies com graus de toxicidade diferentes com número
populacional a1 e a2 respectivamente. No aprendizado dos predadores, se estiverem sozinhas,
uma sem a presença da outra, as espécies E1 e E2 perdem n1 e n2 indivíduos respectivamente.
Isso justifica-se porque se imaginarmos que existe uma dose limiar D de toxicidade que
o pássaro prova para aprender a evitar as espécies e estas possuem dosagens d1 e d2 de
toxicidade então
D “ d1n1
D “ d2n2.
(3.1)
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Os valores d1 e d2 são inversamente proporcionais aos parâmetros müllerianos
n1 e n2 respectivamente pois di “ D
ni
, i “ 1, 2. Observamos que no limite, quando, para
cada i “ 1, 2, a dosagem d1 “ 0, um infinito número de presas pode ser experimentadao
no processo de aprendizagem.
Combinando as duas equações em (3.1) temos que d1n1 “ d2n2, o que implica
que
n1
n2
“ d2
d1
. (3.2)
Quando as duas espécies são indistinguíveis, ambas contribuem para a dose
total:
D “ l1d1 ` l2d2, (3.3)
onde l1 e l2 representam o número de indivíduos perdidos por unidade de tempo (no caso
de Müller: um verão) por cada espécie de presa durante a aprendizagem do predador.
Uma segunda hipótese assumida é que se duas espécies são indistiguíveis para
os predadores então o número perdido de indivíduos de presas durante a aprendizagem é
diretamente proporcional à sua população. Ou seja,
l1
l2
“ a1
a2
(3.4)
A ideia agora é representar os valores l1 e l2 em termos do número populacional
de cada espécie a1 e a2 e dos parâmetros de palatabilidade de Müller n1 e n2.
De (3.1) e (3.3) temos que l1d1 ` l2d2 “ n1d1. E assim:
l1 “ n1d1 ´ l2d2
d1
“ n1 ´ l2d2
d1
“ n1 ´ l2n1
n2
“ n1 ´ l1a2
a1
n1
n2
(3.5)
Isolando l1:
l1
ˆ
1` a2n1
a1n2
˙
“ n1
l1 “ n1 a1n2
a1n2 ` a2n1 “
n1a1n2
a1n2 ` a2n1
(3.6)
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Com um raciocínio análogo encontramos l2 “ n1a2n2
a1n2 ` a2n1 .
Seguindo os argumentos de Müller, o benefício absoluto ganho, pela semelhança,
pela espécie E1 é:
n1 ´ l1 “ n1 ´ a1n1n2
a1n2 ` a2n1 “
a2n
2
1
a1n2 ` a2n1 “ .
Similarmente, o benefício total para a espécie E2 é:
n2 ´ l2 “ a1n
2
2
a1n2 ` a2n1 .
O ganho per capita g1 e g2 para as espécies E1 e E2 é, respectivamente:
g1 “ a2n
2
1
a1pa1n2 ` a2n1q e g2 “
a1n
2
2
a2pa1n2 ` a2n1q .
Então os ganhos relativos são:
g1
g2
“ a
2
2n
2
1
a21n
2
2
“ a
2
2d
2
2
a21d
2
1
Este resultado é similar ao de Müller, mas neste caso, depende da população e
do grau de impalatabilidade. Assim, a população menos comum continua sendo a mais
beneficiada pelo mimetismo pois obtém um grau de proteção maior, dependendo do seu
grau de toxicidade.
No próximo capítulo propomos a formulação de um novo modelo matemático
discreto para a dinâmica Mülleriana entre espécies não-palatáveis.
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4 Modelo Matemático para o Mimetismo
O primeiro passo na construção de um modelo matemático para uma teoria de
dinâmica populacional é discriminar as características dos seus indivíduos que serão de
interesse representar para descrever o modelo, ou seja, os ingredientes para a formulação
da sua dinâmica. No presente caso, no qual estamos abordando o fenômeno do mimetismo
entre borboletas, o foco principal são os padrões das asas e as toxicidades dos indivíduos
das populações de borboletas. Dentro deste contexto ocorre a ação dos predadores que
influencia diretamente no fenômeno. Obviamente, se a predação é influenciada pelo padrão
e pela toxicidade do indivíduo então estas características devem ser representadas de
alguma forma no Espaço de Aspecto (ver Glossário). Esses ingredientes são discutidos
neste capítulo.
4.1 Espaço de Aspecto
A fim de traduzir as ideias de Bates e Müller em uma linguagem matemática
apropriada, o conceito de “Espaço de Aspecto”, tal como apresentado originalmente
em ((LEVIN SIMON A; SEGEL, 1982)), será utilizado para representar as espécies de
borboletas de acordo com duas características relevantes para o mimetismo: Toxicidade e o
Padrão das Asas. Assim, o Espaço de Aspecto completo será composto por duas dimensões
ou dois subespaços que são ingredientes importantes: o “Subespaço de Toxicidade” e
o “Subespaço de Configuração das Asas”, que compõem o “Espaço de Padrões”
(ver Glossário). Apresentamos a seguir, introdutoriamente, um “Modelo Caricatura” ou
um “Cartoon Model”, para descrever um Espaço de Padrões.
Para melhor expor os argumentos da Teoria do Mimetismo e também preparar
o caminho para a sua representação matemática, em um sentido estrito, formularemos
um modelo geral que denominaremos “Modelo Cartoon” (“Cartoon Model”) em que os
ingredientes fundamentais do fenômeno estão descritos esquematicamente. Um espaço de
padrões obviamente seria de dimensão infinita. Entretanto, nem toda característica de um
padrão é de fato levada em conta pelo predador para sua identificação. Isto implica que
um subespaço de dimensão finita (e pequena) poderia ser utilizada.
Nosso principal foco na Teoria do Mimetismo são os Padrões/Configurações
das Asas e a Toxicidade de indivíduos de borboletas.
Padrões na Teoria do Mimetismo são sinais visuais e, para que sejam efetivos
como tais, devem ser “conspícuos” e “perceptíveis” pelos predadores que dispõem de pouco
tempo e intelecto para analisá-los.
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Padrões “caóticos” não são apropriados para bandeiras ou sinais de alerta.
Assim, para representar apenas padrões de asas “significativos”, podemos nos restringir
a um pequeno subespaço do Espaço de Padrões e deixar de fora todos os padrões
“espúrios”. Particularmente, se supormos que padrões das asas são todos construídos a
partir de um processo de morfogênese de Turing, então todas as possíveis variações podem
ser obtidas apenas ajustando alguns parâmetros adimensionais (SEKIMURA et al., 2000).
No entanto, mesmo depois de uma drástica restrição ainda seria necessário
um espaço de padrões de dimensão alta e a dificuldade original permanece. Para resolver
qualitativamente esta questão, representaremos o espaço de padrões de asas em um simples
espaço unidimensional, fazendo uso da estratégia de Lee A. Segel e Alan Perelson, no
estudo de uma situação semelhante em imunologia (SEGEL LEE A; PERELSON, 1988).
O segundo aspecto dos indivíduos de presa, que desempenha um papel crucial
na teoria do mimetismo, e consequentemente deve ser descrito no espaço de aspecto, é a
sua toxicidade, que afeta seus predadores. Contrariamente ao anterior, a representação
quantitativa da toxicidade por um espaço unidimensional não exige muita imaginação,
uma vez que podemos descrevê-la como uma concentração de um princípio tóxico simples,
onde os valores mais elevados na coordenada significam uma maior quantidade de toxina.
Assim, o Espaço de Aspecto completo para o Modelo Cartoon, em que a
população de presas estará distribuída, é bidimensional, A “ R ˆ R` “ pp, θq, onde a
coordenada horizontal representa o Padrão das Asas e a coordenada vertical representa o
grau de toxicidade.
Cada presa individual será representada por um ponto e cada espécie por uma
distribuição de pontos (indivíduos) analiticamente descrita por uma função densidade. A
dinâmica de uma população será descrita pela variação no tempo de sua função densidade
ρpp, θ, tq. Nesse modelo gráfico, os mimetismos Batesiano e Mülleriano são representados
no Espaço de Aspecto mostrado na Figura 8.
Como cada espécie é, geralmente, caracterizada por seu padrão e sua toxicidade
média, a densidade correspondente poderá ser representada por uma nuvem razoavelmente
localizada de pontos, uma vez que há pequenas variações em um ou outro aspecto em uma
nova população.
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Figura 8 – Um Modelo Cartoon para os mimetismos Batesiano e Mülleriano representado
no Espaço de Aspecto das presas na escala de tempo da variação do Padrão
das Asas.
Fonte:(FERREIRA; MARCON, 2014).
Figura 8: Mutação na Toxicidade acontece com muito menos frequência do que no Padrão.
Assim, as toxicidades das espécies são consideradas constantes durante a escala de tempo acima.
Um sombreamento sob a nuvem de distribuição de uma espécie aposemática
pode ser interpretada como uma “proteção guarda-chuva”, que é mais ampla, quanto maior
for a sua toxicidade indica graficamente o grau de proteção obtido por aquelas espécies
que se colocam na região sombreada do espaço de padrões.
A população de predadores (pássaros) também terá de ser classificada de acordo
com sua destreza/habilidade cognitiva na identificação dos padrões das asas das presas
tóxicas. Entretanto, para simplificar a argumentação, será suficiente para este modelo
classificá-los em apenas duas classes categóricas distintas: os pássaros “Ingênuos” e os
pássaros “Experientes”. A população de pássaros será classificada desta forma (Ingênuos e
Experientes) para cada padrão e de forma independente. Supondo-se que o aprendizado
de um padrão não influa no aprendizado de outro.
O segundo passo para a formulação de um modelo matemático é uma estimativa
inicial da Escala de Tempo de interesse de observar a dinâmica no Espaço de Aspecto.
4.2 Escalas de Tempo
No presente problema há diversas escalas de tempo extremamente distintas,
uma situação que ajudará na simplificação do modelo matemático.
Consideramos aleatórias as mutações que ocorrem com relação a ambos os
sub-aspectos (toxicidade e padrão das asas) dos indivíduos de presas. Uma vez que Padrões
das Asas são a nossa principal preocupação na Teoria do Mimetismo, a dinâmica da
população de presas será observada e descrita na escala de tempo de Mutação do Padrão
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das Asas que será a única causa do “movimento individual” , ou “fluxo de população” (na
direção horizontal do Modelo Cartoon), no Espaço de Aspecto.
Assumiremos a existência de mutações aleatórias no Espaço de Padrões, sem
uma direção tendenciosa, o que significa um processo completamente aleatório. A mutação
com respeito à configuração das asas é uma mutação “superficial”, no sentido de que
requer apenas mudanças de substâncias metabólicas que, em em geral, não influenciam a
fisiologia interna profunda e consequentemente não devem oferecer qualquer perigo para a
sua sobrevivência como um organismo. Ou seja, mutações que modificam a capacidade
metabólica de cromatizar, em geral, não representam risco ao funcionamento do organismo
como um todo.
Por outro lado, a mutação, ou uma sequência de mutações, que constrói uma
defesa tóxica na população de presas (que são a causa dos “movimentos individuais”
na coordenada vertical do Espaço de Aspecto) é muito complexa e despende um custo
fisiológico muito maior do que a mutação no padrão das asas, uma vez que exige a produção
de metabólitos altamente complexos e um elaborado sistema de armazenamento para o
mantê-lo seguro e pronto para utilização.
Vale lembrar que tal processo de mutação é elaborado e complexo de uma
forma que é mais fácil destruir todo o aparelho, ou qualquer parte dele, do que construí-
lo. Isso significa, que mover-se para cima no espaço de toxicidade é muito mais difícil
do que mover-se para baixo e há, de fato, uma forte assimetria em tal representação.
Seguindo tais argumentos, vamos supor que, na escala de tempo de observação escolhida
(mutações no padrão das asas) não haverá variação de toxicidade das espécies (Figura
8). Consequentemente, o modelo matemático deste trabalho apresentará uma dinâmica
temporal apenas no Espaço de Padrões. Em outras palavras, o “movimento” no Espaço de
Aspecto ocorrerá somente na projeção horizontal (Padrão das Asas).
Para os predadores, iremos supor que a sua dinâmica é resultante da sua
composição decorrente de um processo de aprendizagem que altera a sua composição,
entre indivíduos considerados “Ingênuos” e “Experientes” relativos a cada padrão da
presa. O processo de aprendizagem do predador, que será discutido na próxima seção,
acontecerá individualmente e, portanto, durante o tempo de vida do pássaro, uma escala
de tempo obviamente muito mais curta do que a escala de tempo de observação. Como
consequência, a dinâmica populacional do predador será tomada sempre em seu estado de
equilíbrio com respeito ao seu comportamento de aprendizagem, que, todavia se modifica
“instantaneamente” na escala de tempo de observação. (Ou, como se diz, um sistema em
Estado Quase Estacionário (ver Glossário), com respeito à dinâmica de aprendizagem)
(SEGEL; SLEMROD, 1989).
Isso significa que qualquer modificação na estrutura de padrões da população
de borboletas será imediatamente será respondida por uma respectiva distribuição da
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composição dos predadores, já que o aprendizado é rápido, o que leva rapidamente ao
equilíbrio das sub-populações de pássaros.
O objetivo final é analisar a influência dos predadores na dinâmica da distri-
buição das presas no espaço de padrão. Na verdade, a influência é mútua e intermediada
por um processo de aprendizagem, ou seja, um “treinamento” a que os predadores são
individualmente submetidos pela população de presas, por intermédio dos sinais de padrão
e toxicidade.
4.3 Teoria da “Força dos Números” de Müller
O ingrediente fundamental para a predação e para uma dinâmica populacional
de mimetismo é o processo de aprendizagem pelo qual os predadores mudam seu com-
portamento de predação. A aprendizagem é um assunto fascinante que foi abordado a
partir de muitos pontos de vista diferentes e é uma área de pesquisa em estudo intensivo e
extensivo na literatura contemporânea sobre comportamento animal (HILLS THOMAS
T; DUKAS, 2012)(SHETTLEWORTH, 2010).
As aves são bem conhecidas por sua acuidade visual que, de acordo com expli-
cações evolutivas, foram desenvolvidas exatamente por conta das tarefas de forrageamento.
Uma característica muito comum de sinais de alerta, como já apontado por Darwin e Wal-
lace, é uma aparência extravagante e facilmente visível em relação aos padrões circundantes.
Em muitos casos, esses sinais não contêm muita informação, eles sinalizam muito mais
pela surpresa do que pelo descritivo (RUXTON; SHERRATT; P., 2004). A aprendizagem
do predador em tais casos pode vir de uma das seguintes maneiras: 1) da herança (ou seja,
um medo instintivo de aparências extravagantes, uma vez que apenas os destemidos podem
se dar ao luxo de exibí-las), 2) da cultura (um conhecimento comportamental ensinado
de geração para geração), ou 3) a partir das experiências individuais de aprendizagem
(RUXTON; SHERRATT; P., 2004).
Há, neste caso, dois tipos de aprendizado individual (ver mais no glossário):
1) aprendizado pela experiência positiva (quando a presa atacada é palatável) e o 2)
aprendizado negativo (aversão), quando a presa atacada for não palatável. A grande variação
de padrões de asas de borboletas faz com que um aprendizado herdado geneticamente
seja inútil se ele deixar de existir. Por outro lado, a complexidade dos padrões faz com
que a existência de uma “escola” de ensino para discriminação de padrões palatáveis seria
impossível, dada as modestas habilidades de comunicação dos pássaros para uma tarefa
tão complexa.
A primeira contribuição de Fritz Müller para a Teoria do Mimetismo foi
estabelecida quando ele propôs que a apredizagem individual pela experiência é o que torna
estes sinais significativos para os receptores. Sua hipótese de aprendizagem tem por base o
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fato de que os pássaros evitam as presas depois de experimentarem uma certa quantidade
de toxina presente nos corpos das presas. Ele, possivelmente, chegou a esta conclusão pelas
suas observações de campo, extensas e perspicazes. Apesar desse limiar de toxicidade não
ter sido verificado experimentalmente, essa hipótese de aprendizagem é amplamente aceita
(RUXTON; SHERRATT; P., 2004), (SHERRATT, 2008), (ROWLAND et al., 2010).
Neste caso, é melhor separar os predadores em casuais/eventuais (que ainda
não aprenderam) e experientes/especialistas que incluem o padrão/imagem mental no seu
cardápio.
4.3.1 A aprendizagem na Teoria da Força da Raridade (Aprendizado com
Estímulo Positivo)
Começamos analisando a aprendizagem na Teoria da Força da Raridade. A
hipótese mais importante por trás desta teoria é a de que os predadores são capazes
de “aprender” como localizar com precisão suas próprias presas pela visão e que os
padrões das asas são os principais sinais utilizados para esse fim. Animais também utilizam
informações variadas que incluem os movimentos característicos de suas presas para o seu
reconhecimento, mas não vamos considerá-los aqui. O vôo irregular das borboletas é um
padrão de comportamento que auxilia o predador a identificá-las. Por outro lado, o vôo
irregular pode ser uma maneira de camuflagem comportamental pelo fato de parecerem
muito com uma folha levada pelo vento (CURIO, 2012).
Mesmo levando em conta o fato de que os pássaros têm de fato uma visão
muito aguçada, a suposição acima necessita mais do que uma simples detecção de cores
ou diferenças extravagantes, ela requer também uma capacidade de percepção sofisticada
para distinguir padrões específicos de outros que são muito semelhantes a eles, ou, em
outras palavras, deve ocorrer a construção mental de uma “Imagem de Busca” (ver
Glossário) com uma certa precisão (RUXTON; SHERRATT; P., 2004). A imagem de
busca definida por Luuk Tinbergen, (TINBERGEN, 1960), é a imagem mental de uma
presa que, hipoteticamente, um predador guarda em sua memória após repetidos encontros
bem sucedidos com um específico tipo de presa (RUXTON; SHERRATT; P., 2004). Assim,
a raridade de uma presa aumenta as chances de sobrevivência contra predadores pois não
faz parte do “cardápio mental” do predador, ou seja, não houve tempo para a formação e
fixação de sua Imagem de Busca que se perde pelo esquecimento caso não seja reafirmada
por encontros sucessíveis. O predador tem um “cardápio mental” que ele preferencialmente
ataca em detrimento de outras possíveis presas.
A Teoria da Força da Raridade tem como base um processo de aprendizagem
resultante de um “Estímulo Positivo”, o que significa que, testando novas presas aleato-
riamente e experimentando frequentemente um tipo palatável dentre elas, o indivíduo
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“aprende” em seguida que esse tipo de presas pode ser atacado sistematicamente ou que
deve ser incluído no seu menu regular associando a palatabilidade nutritiva ao respectivo
padrão de asas. Essa é uma mudança fundamental de comportamento de forrageamento
que transforma indivíduos não-predadores em predadores desta população “nova e rara”
de presas, caracterizado pelo seu padrão de asas. O fato essencial é que a aprendizagem é
o resultado de uma experiência individual, não de um comportamento herdado e não um
conhecimento socialmente ensinado (RUXTON; SHERRATT; P., 2004).
Para simplificar a discussão, assumiremos que a aprendizagem completa para
cada padrão será independente e individual e acontecerá com apenas uma experiência (po-
sitiva). Assim, um não-predador Ingênuo se transformará imediatamente em um predador
Experiente sistemático após um único encontro efetivo com um padrão palatável, e um
“evitador” de um padrão tóxico.
Ainda, o conhecimento adquirido pela experiência não permanece para sempre
e, portanto, a dinâmica da aprendizagem deve incluir um processo de Esquecimento que
reverte os predadores experientes e especialistas a subpopulação de predadores eventuais,
ou seja, não predadores. O decaimento exponencial da memória é uma hipótese comu-
mente utilizada (OSORIO; JONES; VOROBYEV, 1999). É claro que a interação entre o
processo descontínuo do reforço de aprendizagem causado por encontros bem sucedidos e o
processo de esquecimento exponencial contínuo faz o processo total de aprendizagem muito
mais complicado. Neste caso, assumiremos que existem apenas dois estados definidos de
conhecimento para os pássaros: não-predadores (ingênuos) e predadores (experientes), e
apenas uma fração dos pássaros é realmente formada de predadores, sendo o tamanho
dessa fração dependente da frequência das “lições” e de quão rápido elas são esquecidas
(FERREIRA; MARCON, 2014).
4.3.2 A aprendizagem na Teoria da Força dos Números - O Aprendizado com
Estímulo Negativo (Aversão)
A teoria de mimetismo Mülleriano também tem como base uma dinâmica de
apredizagem similar ao caso da apredizagem positiva abordada no item anterior. Naquele
processo, entretanto, o predador aprende que uma presa caracterizada por um padrão
visual é lucrativa como fonte de nutrientes e assim passa a considerá-la no seu cardápio
preferencial. No presente caso, por outro lado, abordamos a situação em que a presa
atacada não é palatável, ou seja, é suficientemente tóxica para que não possa ser consumida
regularmente. O predador que encontra uma presa não-palatável (aposemática) recebe
um Estímulo Negativo para o seu aprendizado e encontros frequentes do predador com
presas aposemáticas o torna progressivamente mais hábil em evitá-las, passando assim
a excluí-las de seu cardápio. Neste caso também, a cognição visual aguçada é necessária
para distinguir os padrões mais próximos e associá-los à toxicidade experimentada.
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É conhecido em psicologia que a “aversão” é um fenômeno causado por es-
tímulo negativo muito mais forte, em geral, do que os efeitos de estímulos positivos
(SHETTLEWORTH, 2010).
Em tal processo de aprendizagem, predadores podem ser classificados de acordo
com sua capacidade de distinguir os sinais visuais das presas. A população pode ser
descrita por uma distribuição contínua desta “habilidade” de distinção, mas isto seria uma
informação exageradamente detalhada para uma primeira abordagem. Do mesmo modo
que no caso anterior, assumiremos que o aprendizado completo acontecerá com apenas
um número finito de experiências individuais negativas e assim, um predador ingênuo
tornar-se-á um não-predador hábil, devido à sua habilidade em perceber o padrão usual
e associá-lo à experiência negativa anterior, após um número de encontros eficazes com
indivíduos aposemáticos.
Um encontro entre um pássaro ingênuo e uma borboleta aposemática frequen-
temente resultará na morte da presa atacada, o que significa que há um ônus para a
espécie de presas no treinamento dos predadores. É claro que, esta aprendizagem específica
também pode, com o passar do tempo, tornar-se confusa ou difusa. A memória visual de
padrões não tão simples é algo sofisticado e difícil de ser preservada. E, assim, pássaros
experientes finalmente retornam para a classe dos ingênuos, o que caracteriza o processo de
esquecimento. Como anteriormente, os não-predadores experientes estão sujeitos a esquecer
sua dura experiência numa escala de tempo razoavelmente curta devido à complexidade da
imagem mental a ser guardada. Portanto, estes pássaros necessitam de uma frequente “lição
de recordação”. Assim, para o pássaro existe um tempo médio de permanência na classe
dos experientes, após o qual eles retornam à subpopulação de indivíduos ingênuos. Uma
vez que estamos lidando apenas com as classes definidas e não com “graus de habilidade”
intermediárias, a dinâmica de esquecimento será modelada como um simples processo de
decaimento exponencial (SPEED, 1999), (OSORIO; JONES; VOROBYEV, 1999).
A dinâmica para a população do predador em tais casos será denominada
Força dos Números (ver Glossário), onde, ao contrário do que acontece na teoria
Batesiana da Força da Raridade, a predação per capita no estado de equilíbrio é maior
quanto menor for a densidade de presas, ou seja, uma maior densidade de presas confere
maior proteção a cada indivíduo da população de presas. Veremos como argumentar esse
fenômeno matematicamente, embora ele seja claro já na sua própria concepção.
É natural argumentar que a existência de mímicos (não tóxicos) nas vizinhanças
de um modelo (tóxico) pode, como resultado de ataques aleatórios eventuais a alguns dos
palatáveis, influenciar negativamente na habilidade de um predador alterando a composição
da população de predadores e por conseguinte, diminuindo a proteção auferida tanto por
mímicos quanto por modelos. O ataque bem sucedido a uma borboleta palatável mímica
(isto é, que tenha padrão de asa semelhante ao de uma borboleta tóxica) “confunde” ou
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“destrói” o aprendizado negativo que um pássaro possa ter anteriormente adquirido. Nesta
primeira abordagem analítica, iremos supor, no entanto, que os pássaros experientes são
suficientemente bem treinados, e convictos, para não caírem na tentação de experimen-
tar indivíduos com sinais de alerta semelhantes, mesmo em tempos de poucos recursos
nutritivos.
Com base nos argumentos expostos acima, escrevemos o processo abaixo de
Dinâmica de Aprendizagem com vários passos intermediários. A aprendizagem é dependente
de um padrão específico, mas independe do aprendizado sobre outros pradrões, semelhantes
ou não.
Figura 9 – Representação da dinâmica de aprendizagem
Fonte: Os autores.
Figura 9: Os predadores ingênuos (P0) tornam-se predadores experientes (Pe) através dos
níveis de aprendizagem. No processo, também ocorre o esquecimento do aprendizado.
O sistema de equações abaixo representa a dinâmica de aprendizagem dos
predadores (pássaros).
$’’’’’’’’’’’’’’’’’&’’’’’’’’’’’’’’’’’%
dP0
dt
“ ´α0BP0 ` λP1
dP1
dt
“ ´α1BP1 ` α0BP0 ´ λP1 ` λP2
dP2
dt
“ ´α2BP2 ` α1BP1 ´ λP2 ` λP3
...
dPm
dt
“ ´αmBPm ` αm´1BPm´1 ´ λPm ` λPm`1
...
dPe
dt
“ αe´1BPe´1 ´ λPe
onde P0 é o número de pássaros ingênuos, B é o número total de presas (borboletas) de
determinado padrão, Pm com p0 ă m ă eq é o número de aprendizes em variados graus
e Pe são os pássados experientes. A dinâmica da memória terá um simples decaimento
exponencial, sendo 1
λ
o tempo médio de memória, igual para cada classe. A fim de
distinguir ambos os casos, a aprendizagem Positiva (Força da Raridade) é caracterizada
pelas desigualdades, α0 ă α1 ă ...... ă αe´1 ăă αe, enquanto que para o processo de
aprendizagem Negativa (Força dos Números) devemos ter, α0 ą α1 ą ...... ą αe´1 ąą αe,
o que representa uma menor disposição à predação por pássaros mais treinados em relação
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à borboletas aposemáticas. Considerando-se que o tempo de vida médio dos pássaros deve
ser bem maior do que o seu tempo de aprendizagem, tomaremos P0 ` Pe `
ÿ
Pm “ P
como constante. Cada episódio de aprendizagem retira a vida de uma borboleta, mas
considerando que as populações de presas são mais numerosas do que a população de
pássaros vamos supor também que uma fração relativamente pequena de borboletas
mortas será necessária antes que a população inteira de pássaros atinja uma distribuição
de experientes em equilíbrio (aproximado).
Como o sistema descrito acima pode ser sempre tomado num estado estacionário
(na verdade, um Estado Quase Estacionário), isto reduz estas equações (dPm
dt
“ 0) a um
sistema linear de e` 2 equações (incluindo P0 ` Pe `
ÿ
Pm “ P ) com e` 1 incógnitas.
Resolvendo-o em relação a P , podemos escrever a resposta funcional para a predação feita
pelos pássaros em função de B.
Como exemplo, analisamos a predação per capita para o caso de m “ 4.
Neste caso temos os predadores ingênuos (P0), os predadores háveis (Pe) e 4 estágios de
aprendizado (P1, P2, P3 e P4).
O sistema fica:$’’’’’’’’’’’&’’’’’’’’’’’%
´α0BP0 ` λP1 “ 0
α0BP0 ´ λP1 ´ α1BP1 ` λP2 “ 0
α1BP1 ´ λP2 ´ α2BP2 ` λP3 “ 0
α2BP2 ´ λP3 ´ α3BP3 ` λP4 “ 0
α3BP3 ´ λP4 ´ α4BP4 ` λPe “ 0
α4BP4 ´ λPe “ 0
Pe ` P0 ` P1 ` P2 ` P3 ` P4 “ P
A solução do sistema é:
P0 “ λ
5P
λ5 ` α0λ4B ` α0α1λ3B2 ` α0α1α2λ2B3 ` α0α1α2α3λB4 ` α0α1α2α3α4B5
P1 “ α0λ
4PB
λ5 ` α0λ4B ` α0α1λ3B2 ` α0α1α2λ2B3 ` α0α1α2α3λB4 ` α0α1α2α3α4B5
P2 “ α0α1λ
3PB2
λ5 ` α0λ4B ` α0α1λ3B2 ` α0α1α2λ2B3 ` α0α1α2α3λB4 ` α0α1α2α3α4B5
P3 “ α0α1α2λ
2PB3
λ5 ` α0λ4B ` α0α1λ3B2 ` α0α1α2λ2B3 ` α0α1α2α3λB4 ` α0α1α2α3α4B5
P4 “ α0α1α2α3λPB
4
λ5 ` α0λ4B ` α0α1λ3B2 ` α0α1α2λ2B3 ` α0α1α2α3λB4 ` α0α1α2α3α4B5
Pe “ α0α1α2α3α4PB
5
λ5 ` α0λ4B ` α0α1λ3B2 ` α0α1α2λ2B3 ` α0α1α2α3λB4 ` α0α1α2α3α4B5
A taxa total de predação per capita das borboletas não-palatáveis é:
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α0P0 ` α1P1 ` α2P2 ` α3P3 ` α4P4 “
“ α0bP pλ
4 ` α1λ3B ` α1α2bλ2B2 ` α1α2α3λB3 ` α1α2α3α4B4q
λ5 ` α0λ4B ` α0α1λ3B2 ` α0α1α2λ2B3 ` α0α1α2α3λB4 ` α0α1α2α3α4B5 .
Para e passos, em geral, as subpopulações Pm de pássaros em equilíbrio seriam
dadas (após vários cálculos algébricos) por funções racionais, com polinômio em B de grau
e no denominador e um polinômio em B com grau m como numerador, pmpB,α, λq
pepB,α, λq .
Aumentar o valor de αm é o mesmo que assumir que a subpopulação Pm
“aprende” de forma mais eficaz, porque para a mesma taxa de encontro (medida pelo
produto PmB) temos uma maior taxa de “formatura da classe m” para a classe m` 1. Se
supormos que α0 ąą α1 Ç ..... Ç αe´1, isto significa que o primeiro passo é realmente uma
aprendizagem, enquanto que os passos posteriores são apenas um reforço da aprendizagem.
As Figuras 10 e 11 mostram a predação per capita total nos Mimetismos
Mülleriano e Batesiano respectivamente, levando em consideração o modelo de dinâmica
descrito acima.
Figura 10 – Teoria da Força dos Números de Müller
Fonte: os autores.
Figura 10: A predação per capita total envolvendo alguns níveis de aprendizado. As curvas m
representam a quantidade de níveis de aprendizado. Para m “ 0 temos apenas os subgrupos de
pássaros ingênuos (P0) e experientes (Pe). Para m “ 1 temos os subgrupos P0, P1 e Pe e assim
por diante. Nestes casos vemos que há praticamente uma sobreposição das curvas indicando que
a taxa de predação per capita total não altera com os diferentes níveis de aprendizagem. Além
disso, todos os casos apresentam predação per capita alta em baixas densidades populacionais
de presas e baixa predação per capita em densidades altas de população, caracterizando um
efeito acentuado da Força dos Números. Parâmetros: α0 “ 0, 9, α1 “ 0, 7, α2 “ 0, 5, α3 “ 0, 4,
α4 “ 0, 3, α5 “ 0, 1, α6 “ 0, 08, α7 “ 0, 06, α8 “ 0, 04, α9 “ 0, 02, α10 “ 0, 01, λ “ 0, 3, P “ 5.
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Figura 11 – Teoria da Raridade
Fonte: os autores.
Figura 11: Na legenda as curvas m, representam os níveis de aprendizagem, para m “ 0 a
população de pássaros se divide apenas em ingênuos e experientes. Para m “ 3 temos os
subgrupos de pássaros: P0, P1, P2, P3 e Pe, e assim por diante. A taxa de predação per capita
para o processo de Aprendizagem Positiva é dada por αePe, pois apenas pássaros experientes são
predadores. Um tipo de Resposta Funcional de Holling II ocorre no caso m “ 0,e um tipo de
Resposta Funcional de Holling III ocorre nos demais casos, o que significa que a taxa de predação
per capita aumenta de zero para um máximo com B variável, o que caracteriza um efeito da Força
da Raridade. Parâmetros: α0 “ 0, 01, α1 “ 0, 02, α2 “ 0, 04, α3 “ 0, 06, α4 “ 0, 08, α5 “ 0, 1,
α6 “ 0, 3, α7 “ 0, 4, α8 “ 0, 5, α9 “ 0, 7, α10 “ 0, 9, αe “ 1, 1 λ “ 0, 3, P “ 5.
A Dinâmica de Aprendizagem é a parte crucial de um modelo de mimetismo,
como já tinha sido enfatizado há muito tempo por Fritz Müller, e pode ser modificado
de muitas maneiras, mesmo dentro de um modelo simples como o apresentado acima.
Todas as respostas funcionais resultantes obtidas a partir do modelo de aprendizagem
acima corroboram com a hipótese básica de Müller da Força dos Números (FERREIRA;
MARCON, 2014).
4.3.3 Dinâmica de Aprendizagem - Um Modelo Qualitativo Discreto
Ao invés de utilizarmos as fórmulas analíticas obtidas a partir do modelo
acima, adotaremos diretamente uma representação da resposta funcional que caracteriza o
fenômeno de aprendizagem negativa (aversão) ou Força dos Números. O que realmente
nos interessa neste trabalho é o modelo qualitativo e não uma descrição quantitativa da
dinâmica. Portanto, nada mais razoável do que adotar o princípio de parsimônia de Ockam
e escolher a resposta funcional mais simples que cumpre os objetivos desejados, neste caso,
uma resposta descontínua, utilizando uma função de Heaviside.
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Figura 12 – Teoria da Força dos Números de Müller
Fonte:(FERREIRA; MARCON, 2014).
Figura 12: As curvas contínua e descontínua mostram a predação per capita satisfazendo o
princípio de Müller. A resposta de predação descontínua é usada no modelo matemático discreto.
Para simplificar o modelo sem sacrificar a hipótese fundamental, assumiremos
que o processo completo de apredizagem ocorre com apenas uma experiência negativa,
isto é, um predador ingênuo aprende a evitar a presa, tornando-se um hábil não-predador
após um efetivo encontro com um indivíduo aposemático.
Um encontro entre um pássaro ingênuo e uma borboleta aposemática frequen-
temente resultará na morte da presa atacada, o que significa que existe uma perda de
vidas das presas para o ensino dos ingênuos a evitar as presas, ou seja, um ônus de ensino.
Como vimos, os pássaros esquecem a lição aprendida, esquecem os padrões
das presas desagradáveis e o decaimento da memória dado por uma taxa exponencial é
comumente assumido e o incluímos no modelo de dinâmica de aprendizagem (OSORIO;
JONES; VOROBYEV, 1999)(RUXTON; SHERRATT; P., 2004). Claro que, a interação da
aprendizagem reforçada descontinuamente pelos encontros bem sucedidos e o esquecimento
exponencial contínuo pode tornar o processo real muito mais complicado, mas neste
trabalho assumiremos que existem apenas dois estágios de conhecimento: os ingênuos e os
experientes. Assim, em tal caso, apenas uma fração de aves são realmente predadores e
o tamanho desta fração depende de quantas experiências são efetivas e quão rápida são
esquecidas. O processo completo de aprendizagem, como imaginado por Müller, ocorre
numa escala de tempo menor do que a vida do pássaro. Levando em consideração o modelo
simples que formulamos anteriormente, supomos que existem apenas duas classes de aves
(ingênuos, P0, e experientes, P1):
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$’&’%
dP0
dt
“ ´α0BP0 ` λP1
dP1
dt
“ α0BP0 ´ λP1
onde B é o número total de borboletas. A dinâmica da memória, como usual, é um
decaimento exponencial, sendo 1
λ
o tempo médio de memória.
Considerando que o tempo de vida médio das aves deve ser maior que o seu
tempo de aprendizagem, tomaremos P0 ` P1 “ P como constante. Cada episódio de
aprendizagem vai tirar a vida de uma borboleta, mas assumindo que populações de presas
são muito maiores do que a população de aves vamos supor também que uma fração
relativamente pequena de “borboletas mortas” serão necessárias antes que toda a população
de aves atinja uma distribuição (aproximada) de equilíbrio de especialização, o que significa
que o referido sistema pode ser tomado no estado estacionário. Resolvendo o sistema linear
resultante como uma função de B:
$’&’%
´α0BP0 ` λP1 “ 0
α0BP0 ´ λP1 “ 0
P1 ` P0 “ P
temos:
P0 “ λP
λ` α0B
P1 “ α0PB
λ` α0B
Obtemos, assim, a taxa de predação per capita
α0P0 “ α0λP
λ` α0B,
(apenas pássaros ingênuos são predadores), que é uma função descrescente em B como
requer a hipótese da Força dos Números. (Figura 13)
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Figura 13 – Teoria da Força dos Números de Müller
Fonte: os autores.
Figura 13: Parâmetros: α0 “ 0, 9, λ “ 0, 3, P “ 5.
Por outro lado, a taxa de predação per capita para o processo de Aprendizagem
Positiva é dada por
α1P1 “ α1α0PB
λ` α0B ,
(apenas pássaros experientes são predadores) conforme Figura 14:
Figura 14 – Teoria da Força de Raridade de Bates
Fonte: os autores.
Figura 14: Parâmetros: α0 “ 0, 9, α1 “ 0, 5, λ “ 0, 3, P “ 5.
Consideremos agora duas espécies, a e b, de borboletas aposemáticas, cujos
padrões de asas são indistinguíveis aos pássaros devido aos seus padrões de asas semelhantes.
Suas populações são dadas, respectivamente, por Na e N b. A dinâmica de aprendizagem
será a mesma distribuição dos pássaros em ingênuos (P0) e experientes (P1) como dadas
pelas expressões acima e usaremos N “ Na `N b para a população total de borboletas.
Como resultado dessa cooperação, a taxa de predação per capita contra as duas espécies
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será dada por
α0P0 “ α0λP
λ` α0pNa `N bq .
Por outro lado, na ausência da espécie b, a taxa de predação per capita somente sobre a
espécie a será dada por α0λP
λ` α0Na . Observe que
α0λP
λ` α0Na ą α0P0, isto é,
α0λP
λ` α0Na ą
α0λP
λ` α0pNa `N bq ,
o que significa que quanto mais espécies envolvidas, menor serão os custos de ensino
dos pássaros para cada espécie, ou seja, o ônus de aprendizado é compartilhado por esta
expressão. Observe que o compartilhamento não é linear com respeito as populações.
O ganho proporcional (medido pela porcentagem de diminuição na predação)
pela espécie a resultante da sua cooperação com espécie b será
ga “ pα0λP qpα0N
bq
rλ` α0Nasrλ` α0pNa `N bqs
e o ganho relativo de uma espécia contra a outra será dado por
ga
gb
“ N
bpλ` α0N bq
Napλ` α0Naq .
Este é um resultado similar ao que Müller obteve em 1879: ga
gb
« pN
b
Na
q2, para λ « 0 que
significa a memória total.
Se tivermos n espécies aposemáticas com padrões de asas similares, N s, a
predação per capita para qualquer uma delas poderia ser dada por
α0P0 “ α0λP
λ` α0př
s
N sq ,
o que significa que aumentando o número de espécies participantes sob um mesmo padrão,
menor o ônus (predação per capita) para cada espécie.
4.3.4 Mutação ˆ Predação
A mutação aleatória induz um fluxo difusivo (ver Glossário) de população no
espaço de padrões, que tende a uniformizar a distribuição de padrões ao longo do respectivo
espaço de aspecto. Por outro lado, a predação com a Força dos Números é maior em baixas
densidades populacionais de presas e a predação é menor quando a densidade populacional
é alta.
Assim, a dinâmica qualitativa no espaço padrão pode ser facilmente visualizada
a partir das Figuras 15 e 16a, como um cabo de guerra entre a força da difusão, que
tende a homogeneizar a distribuição da população de presas segundo o padrão de sinais,
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contra uma tendência de concentração da população devido aos “cortes laterais” como
consequência da Força dos Números. Isto favorece o crescimento das populações nas regiões
de densidade mais elevada em comparação com o “achatamento” da população em regiões
com valores mais baixos. Uma distribuição inicial concentrada em torno de um padrão
específico se aproximará de uma distribuição estacionária quando a propagação da força
de difusão se equilibra com o efeito de “corte” do comportamento da predação.
Figura 15 – Um “Cabo de Guerra” entre a Difusão e o Efeito da Força dos Números.
(a) (b)
Fonte: os autores.
Figura 15: Na distribuição de uma população, enquanto a difusão achata o pico central, a
predação corta a parte exterior (inferior) da distribuição, diminuindo e restringindo a variedade
de padrões (resultado representado em 15b). As setas maiores indicam uma forte predação onde
a densidade populacional é baixa e as setas menores representam uma predação fraca onde a
densidade populacional é alta (15a).
Uma população distribuída segundo uma curva (Figura 15a) tende a se con-
centrar até o ponto em que é balanceada entre a “força difusiva” e a predação (Figura
15b). Portanto, quanto maior for a capacidade visual e intelectual de discriminação dos
predadores e, portanto, quanto mais ríspido for o gradiente da predação de Müller mais
concentrada deverá ser a distribuição de padrões, ou seja, menor variação nos padrões será
tolerada.
Uma população aposemática que mostra uma grande variação de padrões
em relação ao padrão “médio” indica uma população de pássaros pouco hábil ou pouco
interessada em distinguir suas presas. Já pássaros extremamente hábeis e focados em uma
espécie de presa farão com que os diversos padrões sejam muito bem definidos.
Quando mais espécies estão presentes, uma interação indireta (intermediada
pelo efeito predatório comum das presas) acontecerá entre elas, devido à cooperação no
ensino dos predadores nas regiões onde as suas distribuições se sobrepõem no espaço de
padrões das asas. Isto será matematicamente representado por uma predação (uma função
M) “cooperativa” (aplicada na soma das populações:
ÿ
k
Nk) sobre cada população N s, ou
seja, M
˜ÿ
k
Nk
¸
N s, com M decrescente com maior N “
ÿ
k
Nk , ou seja, alivia a força
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da predação em indivíduos da espécie s tendo padrões de asa nas regiões de sobreposição
no espaço de vários padrões semelhantes (Figura 16a).
Figura 16 – Dinâmica Mülleriana Esclarecida
(a) (b)
(c)
Fonte: os autores.
Figura 16: A alta predação nas laterais inferiores da distribuição das populações 16a (onde a
densidade de população é menor) e a baixa predação na região de sobreposição e nos picos 16b
(onde a densidade de população é maior) podem resultar na fusão de padrões em uma
distribuição intermediária estável Figura 16c.
Por conseguinte, pode-se prever uma tendência de duas distribuições com
sobreposição crescerem em uma região comum, onde a soma de suas densidades pode
ultrapassar o limiar (Figura 12), que separa a alta predação per capita para pequenas
concentrações da baixa predação per capita com alta concetração de indivíduos com
padrões semelhantes. Como resultado, ambas distribuições podem se mover em direção
a uma sobreposição completa (“fusão”) em um ou mais picos. Isto é, essencialmente, o
mecanismo descritivo da Dinâmica Evolucionária do Mimetismo como proposto pela teoria
da aprendizagem de Müller.
Uma exploração e análise de vários cenários de interações entre diferentes
espécies com distribuições distintas no espaço padrão, usando um modelo discreto de
dinâmica de Mimetismo Mülleriano será abordada no próximo capítulo.
O modelo matemático acima apresentado favorece, portanto, a descrição, ex-
planação e previsão de fenômenos de distribuição de padrões visuais de asas de borboletas.
Esta é a contribuição especial deste trabalho.
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5 Modelo Discreto e Simulações Computaci-
onais
O mimetismo Mülleriano acontece quando duas, ou mais, espécies, dispondo
efetivamente de um grau equivalente de toxicidade, compartilham um certo grau de
semelhança entre os seus padrões de asa (o que significa que suas distribuições populacionais,
no espaço de aspecto de padrões, se sobrepõem pelo menos em um perfeitamente). Uma
vez que, em geral, elas têm distintos parâmetros vitais de reprodução (pois são espécies
distintas, apenas com uma aparência similar) sua distribuição não será a mesma no estado
estacionário; a mais reprodutiva deverá superar a outra. Neste capítulo construímos um
modelo matemático discreto e fazemos algumas simulações numéricas a fim de explorar as
consequências de tais hipóteses e compará-las com observações experimentais.
5.1 O Modelo Matemático
Durante a formulação do presente modelo matemático, sempre teremos em
mente a motivação biológica original, representada por borboletas como populações de
presas e pássaros como seus predadores, tal como estudado por Wallace, Bates e Müller,
embora ele possa ser aplicado a inúmeros outros contextos biológicos (ou sociológicos)
semelhantes (SHERRATT, 2008). Este é, ainda, um dos exemplos mais importantes
de mimetismo na natureza e um dos exemplos mais notáveis e interessantes da Teoria
Evolucionista e Seleção Natural desenvolvidas por Darwin e Wallace. No entanto, não temos
a intenção de descrever um caso específico biológico real com previsões quantitativas. O
objetivo é analisar algumas hipóteses e conjecturas que dão origem a fenômenos semelhantes
às observações de campo correspondente ao Mimetismo Mülleriano, de tal forma a descartar
ou apoiar explicações para as causas fundamentais do fenômeno.
O modelo a ser apresentado terá uma formulação discreta e algorítmica, isto é,
recursiva, o que facilitará o aspecto computacional da simulação.
5.1.1 Hipóteses
Para a construção deste modelo as seguintes hipóteses biológicas e circunstan-
ciais são consideradas:
1. Espaço de Aspecto: A toxicidade (Θ) e o padrão das asas (P ) são elementos
fundamentais para o mimetismo. Portanto, o Espaço de Aspecto, A, é dado por
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A “ P ˆΘ. Neste espaço, a população da espécie σ, com toxicidade θ e padrão p é
representada por Nσpp, θq, onde pp, θq P Zˆ Z`.
2. Espaço Geográfico: Como não consideramos a posição geográfica, assumimos que
todas ocupam o mesmo espaço geográfico.
3. Escala de Tempo (Unidade de tempo do modelo): A escala de tempo empregada
na observação da dinâmica dessas populações será uma ordem de mutação dos
padrões das asas, isto é, em uma unidade de tempo há uma porcentagem razoável de
mutações de padrões de uma população. Assim, após uma unidade variável de tempo,
que será registrada discretamente, emergirá uma fração pequena, mas notável, de
mutantes. Para simplificar, supomos que esta fração ocorra em uma única geração e,
portanto, o tempo discreto t P N representará exatamente o número de gerações no
instante t.
4. Toxicidade: Durante todo o tempo de observação da dinâmica do modelo, cada
espécie terá sua toxicidade constante, isto é, a toxicidade é uma característica herdada
de cada espécie para cada geração. Isso devido ao fato de que a hipótese biológica
de que a mutação das asas é mais simples do que a mutação na toxicidade. Portanto,
cada espécie σ terá sua população representada no instante t pela distribuição Nσt ppq
em um Espaço de Aspecto comum: A “ P , onde P representa o padrão de asa ppq.
5. Espaço de Padrões P : Este terá representação unidimensional, P « Z. A mutação
de padrões ocorrerá, de forma aleatória, em cada geração e dada por um processo de
difusão, a uma taxa per capita µ. Além disso, será a única causa de movimento do
Espaço de Aspecto.
6. Dinâmica de Aprendizagem dos Pássaros: A dinâmica de aprendizagem dos
pássaros não será representada no modelo explicitamente, apenas seu efeito sobre
a população de borboletas. A aprendizagem pela predação ocorre muitas vezes na
vida do pássaro. Além disso, a escala de tempo da vida do pássaro é muito menor do
que a escala de tempo da mutação dos padrões das asas e, portanto, consideraremos
que o equilíbrio entre as subpopulações de pássaros experientes e ingênuos ocorre
instantaneamente para cada padrão e se mantém constante ao longo de cada geração.
Para este modelo, consideramos a aprendizagem dos pássaros para cada padrão p
independente. A população de pássaro será considerada constante durante e em
todas as gerações de borboletas.
7. Força dos Números: A resposta funcional de predação per capita será a Força dos
Números (hipótese original proposta por Müller), que é alta quando a densidade
de população total de borboletas de um determinado padrão é baixa; e a predação
per capita é baixa quando a densidade de população total de borboletas de um
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determinado padrão é alta. Para representar a predação utilizamos uma função de
resposta descontínua, tal como descrita na Figura 12. Diante disto, escolhemos um
“corte na população” em N0, de tal forma que quando a população de presas num
determinado padrão p é menor do que N0 ela experimenta uma taxa de predação
maior do que quando a população é maior do que N0. O valor maior ou menor de
N0 representa uma menor ou maior (respectivamente) acuidade visual do predador.
8. Dinâmica Vital: Não haverá nenhuma interação direta entre as populações distintas.
A dinâmica vital reprodutiva das borboletas em cada geração será considerada
sincronizada (com relação a todas as espécies) segundo um modelo Verhulstiano,
isto é, a reprodução per capita é positiva descrescente em relação à densidade das
presas até que esta atinja a capacidade de suporte (N˚) do meio.
5.1.2 Descrição do Modelo
A dinâmica populacional das presas será representada por um modelo discreto
no tempo, onde em cada unidade de tempo ocorrerão, os seguintes eventos: mutação no
padrão das asas, dinâmica vital e ação de predadores.
A população de borboletas da espécie σ, distribuída no Espaço de Padrões
unidimensional, de padrão de asas p, no tempo t é dada por: Nσt ppq.
A dinâmica será representada por um modelo discreto no tempo, onde cada
unidade de tempo é dividida em três subpassos, a saber,
ˆ
t, t` 13
˙
,
ˆ
t` 13 , t`
2
3
˙
,ˆ
t` 23 , t` 1
˙
.
Durante o primeiro subpasso, de t à t` 13 , um processo de difusão (mutação)
será representado da seguinte forma simples:
Nσt` 13 ppq “ p1´ µqN
σ
t ppq ` µ2 tN
σ
t pp´ 1q `Nσt pp` 1qu , (5.1)
que é um processo específico e local, uma vez que Nσt` 13 ppq depende apenas das
densidades vizinhas da mesma espécie no tempo t.
Durante o segundo subpasso, de t` 13 à t`
2
3 , a dinâmica vital de cada espécie
σ será descrita de uma forma geral, podendo ser representada como:
Nσt` 23 ppq “ F
´
Nσt` 13 ppq
¯
. (5.2)
Na presente simulação é usada uma dinâmica de Beverton-Holt, que é uma
versão da dinâmica Verhulstiana para o modelo discreto no tempo,
F pNq “ rN
1` pr´1q
N˚ N
, (5.3)
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onde r ą 1 e N˚ é a capacidade de suporte. É uma dinâmica pontual e específica, uma vez
que Nσt` 13 ppq depende apenas do valor de N
σ
t ppq.
Finalmente, durante o último subpasso, de t` 23 à t` 1, o processo de predação
é descrito por uma predação pontual (no sentido que será sobre cada padrão p) mas social
(no sentido que ocorre sobre todas as populações de mesmo padrão p) e a dinâmica é
representada na forma geral:
Nσt`1ppq “ Nσt` 23 ppq ´M
˜ÿ
s
N st` 23 ppq
¸
Nσt` 23 ppq, (5.4)
onde
ÿ
s
N st` 23 ppq representa todas as espécies com padrão p, M é a dinâmica de predação
per capita, que representa o efeito da Força dos Números e M
˜ÿ
s
N st` 23 ppq
¸
Nσt` 23 ppq é a
fração de presas predadas da espécie Nσ. Para as simulações uma forma mais explícita e
simples de M é usada:
MpNq “
#
α, se N ď N0
β, se N ą N0
(5.5)
onde N0 é o valor alternador de predação e 0 ď β ăă α (Figura 17).
Figura 17 – Representação da Predação M aplicada no modelo
Fonte: os autores.
5.2 Resultados das Simulações Numéricas
A seguir apresentamos os resultados de algumas simulações e os interpretamos
“vis-à-vis” aos fenômenos observados na natureza para o mimetismo Mülleriano.
Nesses cenários, populações distintas exibem trivialmente dinâmicas vitais
distintas e estão localizadas em diferentes regiões no Espaço de Padrões.
Cada iteração pode ser considerada uma geração de borboletas. Em todas as
simulações vemos um estado final de “equilíbrio”. Observa-se que, em alguns casos, foram
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necessárias muitas iterações/gerações para atingir o estado de equilíbrio. Assim, um único
observador poderia não viver o suficiente para acompanhar todo o processo de evolução.
De outra forma, a escala de tempo de mutação das asas é muito mais lenta do que a escala
de tempo de observação humana. Por isso, provavelmente, Bates e Müller observaram
estágios intermediários ou de equilíbrio da evolução, ou seja, as observações de Bates e
Müller representam uma pequena janela no processo evolutivo.
Em cada simulação o eixo horizontal (p P Z) representa o Espaço de Padrões
(discreto e unidimensional), e o eixo vertical representa o número de indivíduos das
populações N ; de cada espécie σ de borboletas, distribuídas no Espaço de Padrões. Assim,
Nσppq representa a população de presas da espécie σ com padrão de asas p.
Os valores dos parâmetros utilizados foram escolhidos de tal forma que a simula-
ção numérica do modelo matemático produzisse resultados que pudessem ser interpretáveis
de acordo com as observações do fenômeno na natureza, ou seja, o objetivo é mostar que
as hipóteses simples assumidas podem gerar os resultados observáveis.
Na Figura 18 temos uma população sob a ação do Mimetismo. Neste caso, vemos
que com o aumento do valor de N0 (que representa uma menor acuidade do predador),
a predação sobre o padrão p é alta quando Nppq ă N0, fazendo com que a população
fique concentrada numa estreita faixa de padrões, evidenciando a hipótese da Força dos
Números. Para valores de N0 ą 0, 45 ocorre a extinção da espécie (não mostrado).
Uma vez que existe uma perda constante de população devido a tal processo,
a extinção pode ocorrer para algumas populações. Por exemplo, a simulação da Figura
19, que se inicia com duas espécies N1 e N2 e seus respectivos padrões, termina com
uma única espécie e seu padrão original. Neste caso, a taxa de crescimento da espécie
N1 era muito fraca, enquanto seu processo de mutação não foi suficiente para “enviar
colonizadores” para compartilhar o guarda-chuva de proteção da espécie N2.
Aumentando a predação (representada tanto no parâmetro de predação forte α
ou no valor de corte N0), acontece a extinção das duas espécies (não mostrado). Com alta
taxa de predação e crescimento vital baixo, uma grande dispersão de padrões levará as
espécies à extinção (não mostrado), pois perde-se o fator protetor da Força dos Números.
Considerando a condição e os parâmetros da simulação representada na Figura
19, apenas diminuindo a força da predação fazendo N0 “ 0, 3 obtemos a preservação das
espécies. Na Figura 20 vemos que dinâmica Mülleriana confere uma proteção da espécie
N2 para a N1 garantindo sua existência concomitante.
A Figura 21 mostra duas espécies, na configuração inicial, com uma grande
sobreposição de suas distribuições de padrões. Sua cooperação Mülleriana na região de
sobreposição alivia a força da predação sobre elas, enquanto um efeito de predação mais
forte ocorre sobre os lados esquerdo e direito das duas distribuições (que tem baixa
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Figura 18 – Simulação de um efeito de estreitamento do mimetismo Mülleriano
(a) Condição Inicial (b) N0 “ 0, 1
(c) N0 “ 0, 25 (d) N0 “ 0, 4
Figura 18. A ampla distribuição original dos indivíduos no Espaço de Padrões evolui para uma
distribuição concentrada estável como resultado de uma dinâmica de Mimetismo Mülleriano.
Parâmetros: α “ 0, 9, β “ 0, 01, a “ 0, 3 (r “ a` 1), µ “ 0, 001.
densidade populacional e, portanto, baixa proteção). A proteção mútua enfatiza a região
de sobreposição e uma taxa de mutação relativamente baixa faz com que a base seja ampla.
Enfim, ambas as espécies acabam em uma cooperação de mimetismo Mülleriano sob um
padrão intermediário.
Na Figura 22, tem-se uma configuração inicial similar à da Figura 21, com a
mesma predação, mas com taxa de mutação maior e uma sobreposição de padrões menor.
Nesse caso, o resultado mostra que ambos os padrões são preservados para ambas as
espécies, o que significa um mimetismo Mülleriano foi alcançado e diversidade de padrões
e de espécies foi preservada pela sua proteção comum.
Observa-se que a pouca sobreposição de padrões impede uma fusão devido ao
efeito de predação nesta região de intersecção. Entretanto, uma mutação mais intensa
eventualmente causa o aparecimento de elementos da espécie N1 com padrões da espécie
N2 (e vice-versa), que facilita seu desenvolvimento devido à proteção da população N2.
Este fenômeno pode ser considerado como resultado de um processo aleatório que “fura o
bloqueio” da predação por uma questão unicamente de chance.
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Figura 19 – Perda da diversidade de espécies e padrões
(a) Condição Inicial (b)
(c) (d) Estado de Equilíbrio
Figura 19.Quando não há sobreposição de padrões e a predação é forte, a espécie mais fraca (à
esquerda) entra em extinção antes de ter tempo para conseguir a proteção guarda-chuva da
outra espécie (à direita) durante a dinâmica Mülleriana. Parâmetros: α “ 0, 9, β “ 0, 01,
a1 “ 0, 1, a2 “ 0, 4 (r “ a` 1), µ “ 0, 4, N0 “ 0, 6.
Na Figura 23 há três espécies inicialmente distribuídas em três padrões distintos.
No estado de equilíbrio, resultam apenas dois padrões, pois a espécie do meio move-se para
o guarda-chuva de proteção à direita e à esqueda. O padrão de equilíbrio da esquerda é
consideravelmente mais largo, o que é consequência de uma menor razão entre o crescimento
vital e a mutação, como esperado, ou seja, a difusão é grande comparada com a predação.
A Figura 24 apresenta a evolução de cinco espécies distribuídas inicialmente
em cinco padrões distintos que resultam em um mesmo conjunto de padrões. Temos o
fenômeno da “fusão” que ocorreu com duas espécies na Figura 21.
Mutação fraca e predação forte podem levar para uma distribuição mais con-
centrada de mimetismo Mülleriano em um padrão definido de forma mais acentuada. É
isso que nos mostra a Figura 25.
Na simulação da Figura 26 há, inicialmente, cinco espécies e cinco padrões
distintos mostrando vários graus de sobreposição entre eles. No estado estacionário de um
processo evolutivo de mimetismo Mülleriano, quatro espécies se agrupam em um único
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Figura 20 – Manutenção das espécies e padrões
(a) Condição Inicial (b)
(c) (d) Estado de Equilíbrio
Figura 20. Neste caso, como no anterior não há sobreposição de padrões, mas enfraquecemos a
predação (N0 “ 0, 3). Com a mutação alta, indíviduos da espécie N2 desenvolvem padrões de N1
e com isso criam uma proteção guarda-chuva para a espécie N1, impedindo que esta entre em
extinção. Parâmetros: α “ 0, 9, β “ 0, 01, a1 “ 0, 1, a2 “ 0, 4 (r “ a` 1), µ “ 0, 4, N0 “ 0, 3.
padrão (N1,N2, N4, N5) enquanto a espécie N3 entra em extinção, porque não havia
proteção sobreposta suficiente durante o processo que compensasse o baixo crescimento
vital. Esta simulação é um exemplo de uma enorme perda da diversidade de padrões e
uma perda acidental de uma espécie.
Na Figura 24 houve uma “fusão” das espécies em um único conjunto de padrões.
Uma das razões para esse efeito foi o tamanho da região comum de padrões das espécies.
Usando os mesmos parâmetros usados na Figura 24 mas diminuindo a região comum
de padrões entre as espécies N1 e N2 (Figura 27a), no estado de equilíbrio da dinâmica
Mülleriana, as cinco espécies se concentram em dois conjuntos de padrões, evidenciando a
proteção guarda-chuva.
Por outro lado, a Figura 28 mostra uma situação distinta, onde inicialmente
cinco espécies, com sobreposições leves entre elas, desenvolvem um mimetismo Mülleriano
de todas as cinco espécies em todos os cinco padrões previamente existentes. A formação
de um grande anel (ver Glossário) de mimetismo Mülleriano (às vezes até mesmo cruzando
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Figura 21 – Dinâmica de Fusão e perda de diversidade de padrões
(a) Condição Inicial (b)
(c) (d) Estado de Equilíbrio
Figura 21. A grande sobreposição de duas distribuições iniciais conduz à sua fusão num padrão
distinto e intermediário, mesmo sofrendo uma predação forte. Ambas as espécies são preservadas
e desenvolvem um mimetismo Mülleriano estável. Parâmetros: α “ 0, 9, β “ 0, 01, a1 “ 0, 2,
a2 “ 0, 6 (r “ a` 1), µ “ 0, 001, N0 “ 0, 7.
gêneros) foi observado por Müller há muito tempo e é, sem dúvida, um fenômeno biológico
notável entre muitos outros criados por esta teoria.
No próximo capítulo, apresentamos um modelo matemático discreto para o
fenômeno do Mimetismo Mülleriano, e simulaçõs numéricas, que além do movimento
das populações de espécies presas no espaço de padrões (mutação), contém também a
movimentação dessas populações no espaço geográfico bidimensional.
Todas estas simulações explicitam as possíveis variedades de cenários que são
observados na distribuição de padrões de asas de borboletas aposemáticas na natureza
(RUXTON; SHERRATT; P., 2004).
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Figura 22 – Diversidade de Espécies e Padrões Preservados
(a) Condição Inicial (b)
(c) (d)
(e) (f) Estado de Equilíbrio
Figura 22. Quando a sobreposição entre as distribuições de duas espécies não é suficiente, a
fusão pode não acontecer. No entanto, a proximidade de padrões pode ainda ser suficiente para
permitir que as duas espécies se beneficiem da proteção guarda-chuva mutuamente, onde elas
desenvolvem uma cooperação de mimetismo Mülleriano estável. Parâmetros: α “ 0, 9, β “ 0, 01,
a1 “ 0, 2, a2 “ 0, 4 (r “ a` 1), µ “ 0, 01, N0 “ 0, 7.
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Figura 23 – Perda de diversidade de padrão
(a) Condição Inicial (b)
(c) (d)
(e) (f)
(g) (h) Estado Estável de Equilíbrio
Figura 23. Três espécies, inicialmente com distribuições sobrepostas evoluem para mimetismo
Mülleriano estável para três espécies em dois (aproximados) padrões anteriores. O padrão do
meio desaparece. Parâmetros: α “ 0, 9, β “ 0, 05, a1 “ 0, 2, a2 “ 0, 4, a3 “ 0, 3 (r “ a` 1),
µ “ 0, 01, N0 “ 0, 3.
Capítulo 5. Modelo Discreto e Simulações Computacionais 66
Figura 24 – Concentração de cinco espécies em um mesmo grupo de padrões
(a) Condição Inicial (b)
(c) (d)
(e) (f)
Figura 24. Cinco espécies inicialmente distribuídas em cinco grupos de padrões e sobreposições
distintos evoluem para um padrão estável, embora o padrão se espalhe depois de um intenso
processo de fusão. Parâmetros: α “ 0, 9, β “ 0, 05, a1 “ 0, 6, a2 “ 0, 4, a3 “ 0, 3, a4 “ 0, 5,
a5 “ 0, 7 (r “ a` 1), µ “ 0, 001, N0 “ 0, 3.
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Figura 25 – Distribuição concentrada de cinco espécies em um padrão com o aumento da
predação
(a) Condição Inicial (b) N0 “ 0, 15
(c) N0 “ 0, 45 (d) N0 “ 0, 7
Figura 25. Parâmetros: α “ 0, 9, β “ 0, 05, a1 “ 0, 6, a2 “ 0, 4, a3 “ 0, 3, a4 “ 0, 5, a5 “ 0, 7
(r “ a` 1), µ “ 0, 001.
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Figura 26 – Perda de diversidade de padrões e de uma espécie
(a) Condição Inicial (b)
(c) (d)
(e) (f)
Figura 26. Apesar da proteção guarda-chuva, devido a taxa de mutação ser muito pequena e ao
baixo crescimento vital da espécie N3, no processo evolutivo do mimetismo Mülleriano, esta
espécie foi extinta. Além disso, houve a fusão dos padrões em apenas um conjunto. Parâmetros:
α “ 0, 9, β “ 0, 05, a1 “ 0, 6, a2 “ 0, 4, a3 “ 0, 03, a4 “ 0, 5, a5 “ 0, 8 (r “ a` 1), µ “ 0, 0001,
N0 “ 0, 3.
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Figura 27 – Perda de Diversidade de Padrões
(a) Condição Inicial (b)
(c) (d)
(e) (f)
(g) (h)
Figura 27. Neste caso, durante o processo do mimetismo Mülleriano, indivíduos de todas as
espécies, devido à proteção guarda-chuva, desenvolvem padrões semelhantes das outras espécies
concentrando-se em dois conjuntos de padrões distintos. Há a preservação das espécies com
perda de padrões. Parâmetros: α “ 0, 9, β “ 0, 05, a1 “ 0, 6, a2 “ 0, 4, a3 “ 0, 3, a4 “ 0, 5,
a5 “ 0, 8 (r “ a` 1), µ “ 0, 001, N0 “ 0, 3.
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Figura 28 – Diversidade de Padrões e Espécies preservadas
(a) Condição Inicial (b) (c)
(d) (e) (f)
(g) (h) (i)
(j)
Figura 28. Cinco espécies separadas em cinco padrões distintos mas levemente sobrepostos
evoluem para um Mimetismo Mülleriano estável por todas as cinco espécies dentro dos cinco
padrões iniciais. Parâmetros: α “ 0, 9, β “ 0, 05, a1 “ 0, 6, a2 “ 0, 4, a3 “ 0, 3, a4 “ 0, 5,
a5 “ 0, 7 (r “ a` 1), µ “ 0, 01, N0 “ 0, 3.
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6 Simulações com Dispersão no Espaço Geo-
gráfico
No Capítulo 5 apresentamos situações da dinâmica Mülleriana no Espaço de
Aspecto composto pelos Padrões de Asas e Tocixidade das presas, sem uma dispersão
geográfica. Neste capítulo consideramos uma dispersão geográfica bidimensional. Com isso,
o modelo discreto inclui uma movimentação geográfica das presas. Thomas N. Sherratt,
em (SHERRATT, 2006), apresenta um cenário onde as presas, através da evolução na
dinâmica Mülleriana formam mosaicos, onde padrões semelhantes das espécies envolvidas,
representados por cores, formam aglomerados sobrepostos no espaço geográfico. Neste
artigo, Sherratt descreve as hipóteses usadas e os resultados finais mas não apresenta
um modelo matemático. O objetivo desta parte do trabalho é mostrar que, com poucas
hipóteses, o modelo proposto apresenta resultados semelhantes ao do artigo. A formação
desses mosaicos, que representam anéis miméticos, também é descrita em (RUXTON;
SHERRATT; P., 2004) e (SHERRATT, 2008).
6.1 Descrição do Cenário Biológico
O cenário biológico envolve uma grande população de N indivíduos de borbole-
tas aladas, com n subpopulações determinadas segundo a sua espécie σ,Nσ, σ P 1, 2, 3, ..., n,
N “
ÿ
σ
Nσ submetidas à ação de predadores (pássaros). Estes indivíduos-presas são disper-
sos em um espaço geográfico e emitem sinais característicos cuja percepção e interpretação
são passíveis de aprendizado pelos seus predadores. As presas emitem dois tipos de sinais:
Visual (representado pelo padrão das asas) e Toxicidade (representada pelo conteúdo das
toxinas em seu corpo).
Assim, cada indivíduo desta população de borboletas aladas de todas as espécies
envolvidas será localizado geograficamente pela sua coordenada espacial s P S e com-
pletamente caracterizado por um Aspecto que será registrado por medidas numéricas
atribuídas aos seguintes subaspectos: Padrão das Asas (p P P ) e Toxicidade (θ P Θ).
Portanto, a sub-população de cada espécie σ será descrita no instante t, por
uma distribuição Nσt ps, p, θq no Espaço de Aspecto A “ S ˆ P ˆΘ (produto cartesiano
dos seguintes subespaços: Posição geográfica S, Padrão de sinalização (asas) P e grau de
toxicidade Θ).
O processo de replicação de borboletas aladas começa com uma ovoposição,
seguida pela eclosão de lagartas e, por fim, ocorre a metamorfose da lagarta em borboleta,
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surgindo uma nova geração de borboletas aladas. A transformação de lagarta para borboleta
vai depender da capacidade metabólica e quantidade de nutrientes no ambiente.
O tamanho da população final de cada espécie de borboletas dependerá da
porção de recursos que lhe couber. Como as espécies ocupam a mesma região geográfica,
elas competem pelos mesmos recursos ambientais comuns.
A dinâmica vital das borboletas será sincronizada, intra-espécie e cada novo
indivíduo de uma geração herdará a localização espacial geográfica de sua progenitora.
A maior parte de borboletas da nova geração herdará o mesmo padrão de asa da sua
progenitora, e uma pequena porcentagem sofrerá uma mutação nesse aspecto. Neste caso,
as sub-populações de presas serão representadas por Nσps, pq.
As borboletas, nesse cenário, são predadas por pássaros. Então também temos
que considerar algumas características da população de predadores.
Os predadores são atávicos, isto é, geneticamente predispostos a atacá-las
(habilidade nata). Mas sua dieta alimentar não se restringe apenas às borboletas. Eles
experimentam e incluem outros recursos nutritivos em seu cardápio.
Cada pássaro “supervisiona” uma região geográfica dentro dos seus vôos de
procura por alimento. Dependendo da escala geográfica, ela pode ser local, em uma
vizinhança ou global (inclui todo o espaço S).
A aprendizagem dos pássaros para cada padrão p pode ocorrer de três formas,
dependendo da escala espacial e da sua ação de predação:
• Global: neste caso, os pássaros supervisionam toda a região espacial S e aprendem
com todas as borboletas de padrão p em S.
• Local: supõe-se que os pássaros aprendem apenas com borboletas de padrão p em
uma pequena vizinhança.
• Pontual: supõe-se que os pássaros aprendem apenas com borboletas de padrão p
presentes em uma célula.
Em cada caso, considera-se somente a subpopulação de pássaros que supervisi-
onam a respectiva região.
A resposta funcional de predação é dada pela Força dos Números.
A seguir, apresentamos o modelo matemático, com as hipóteses biológicas e na
sequência situações que foram simuladas numericamente.
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6.2 O Modelo Matemático
O objetivo do Modelo Matemático é descrever a dinâmica destas populações
de borboletas no Espaço de Aspecto A “ S ˆ P ˆΘ considerando-se que: cada geração
apresenta uma quantidade substancial de mutações de seus padrões de asas; não há
mutação na sua toxicidade; os indivíduos realizam um movimento aleatório no espaço
geográfico na forma alada e, por fim, as populações são submetidas à ação predatória de
pássaros com capacidade de aprendizagem Mülleriana (associação de padrões das asas e
respectivas toxicidades das borboletas).
6.2.1 Hipóteses
Para a construção deste modelo as seguintes hipóteses biológicas e circunstan-
ciais são consideradas:
1. Escala de Tempo (Unidade de tempo do modelo): A escala de tempo empregada
na observação da dinâmica dessas populações será uma ordem de mutação dos
padrões das asas, isto é, em uma unidade de tempo há uma porcentagem razoável de
mutações de padrões de uma população. Assim, após uma unidade variável de tempo,
que será registrada discretamente, emergirá uma fração pequena, mas notável, de
mutantes, na ordem de 0, 1%. Para simplificar, supomos que esta fração ocorra em
uma única geração e, portanto, o tempo discreto t P N representará exatamente o
número de gerações no instante t.
2. Toxicidade Θ: Durante todo o tempo de observação da dinâmica do modelo, cada
espécie terá sua toxicidade constante, isto é, a toxicidade é uma característica herdada
de cada espécie para cada geração. Isso devido ao fato de que a hipótese biológica de
que a mutação das asas é mais simples do que a mutação na toxicidade. Portanto, cada
espécie σ terá sua população representada no instante t pela distribuição Nσps, p, tq
em um espaço de aspecto comum: A “ S ˆ P “ tps, pqu, onde S representa o espaço
de localização geográfica psq e P o padrão de asa ppq.
3. Espaço de Padrões P : Este terá representação unidimensional, P « Z. A mutação
de padrões se dará durante a reprodução em cada geração por uma taxa per capita
µ.
4. Espaço Geográfico S: Este será representado discretamente como Z2. Cada célula
(posição s “ pi, jq P Z2) do espaço geográfico pode ser considerada como uma
microregião onde há uma homogeneidade dos indivíduos quanto aos seus padrões de
asas para cada espécie. A dinâmica da população no espaço geográfico será restrita a
uma região geográfica limitada R, R Ă S. A representação desta subregião não será
explicitada no modelo, mas ficará subentendida como aquela que possa ser atingida
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pelo movimento físico das borboletas durante o período de tempo observado a partir
da população delimitada inicialmente.
5. Dinâmica de Aprendizagem dos Pássaros: De forma similar ao que já fizemos
no Capítulo 4, a dinâmica de aprendizagem dos pássaros não será representada
no modelo explicitamente, apenas seu efeito sobre a população de borboletas. Isso
devido ao fato que a aprendizagem pela predação ocorre muitas vezes na vida do
pássaro. Além disso, a escala de tempo da vida do pássaro é muito menor do que
a escala de tempo da mutação dos padrões das asas e, portanto, consideraremos
que o equilíbrio entre as subpopulações de pássaros experientes e ingênuos ocorre
instantaneamente para cada padrão e se mantém constante ao longo de cada geração.
Para este modelo, consideramos a aprendizagem dos pássaros para cada padrão
p de maneira pontual, isto é, supomos que os pássaros aprendem apenas com as
borboletas presentes em uma célula que tenha o padrão p. E assim, considera-se
apenas as subpopulações de pássaros locais, que pode variar de célula para célula
mas se mantém constante em cada uma delas. A população de pássaro pontual será
considerada constante durante e em todas as gerações de borboletas. A capacidade
dos pássaros de supervisionar instantaneamente uma célula ocupada pelas borboletas,
deve-se ao fato que a movimentação geográfica local dos pássaros é muito mais rápida
do que a movimentação geográfica local das borboletas e suficiente para que seu
aprendizado decorra de experiências com a população total delas na respectiva célula.
6. Força dos Números: Similarmente ao que já foi feito, a resposta funcional de
predação per capita será a Força dos Números, que é alta quando a densidade de
população total de borboletas de um determinado padrão é baixa; e a predação
per capita é baixa quando a a densidade de população total de borboletas de um
determinado padrão é alta.
7. Dinâmica Vital: Não haverá nenhuma interação direta entre as populações distintas.
A dinâmica vital reprodutiva das borboletas em cada geração será considerada
sincronizada (com relação a todas as espécies) segundo o modelo Verhulstiano (como
feito anteriormente), isto é, a reprodução per capita é positiva descrescente em
relação à densidade das presas até que esta atinja a capacidade de suporte (K) do
meio, tal como sugerida pela expressão abaixo:
Reprodução per capita da espécie σ “
¨˚
˚˝rσ 1
1` rσ´1
K
ˆř
s
ř
h
N st phq
˙‹˛‹‚, (6.1)
onde o termo de soma
ÿ
s
ÿ
h
N st phq representa uma competição entre todas as espécies
e de todos os padrões por uma quantidade limitada K de recursos comuns e rσ
representa a taxa de crescimento da espécie Nσ.
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6.2.2 Descrição do Modelo
De forma análoga ao que foi feito anteriormente, a dinâmica populacional
das presas será representada por um modelo discreto no tempo, onde em cada unidade
de tempo ocorrerá, os seguintes eventos: dinâmica vital, mutação no padrão das asas,
movimentação no espaço geográfico bidimensional e ação de predadores.
A população de borboletas da espécie σ, na posição geográfica pi, jq (também
chamamos de célula a posição pi, jq), de padrão de asas p, no tempo t é dada por: Nσt pi, j, pq.
A dinâmica será representada por um modelo discreto no tempo, onde cada
unidade de tempo é dividida em três subpassos, a saber,
ˆ
t, t` 13
˙
,
ˆ
t` 13 , t`
2
3
˙
,ˆ
t` 23 , t` 1
˙
.
1. Dinâmica Vital e Mutação: a mutação é um evento aleatório e ocorre no nascimento
da borboleta e não na sua fase alada, por isso, consideramos a mutação junto com a
dinâmica vital.
Assim, a dinâmica vital com a mutação para cada população Nσt pi, j, pq é dada por:
Nσt` 13 pi, j, pq “ p1´ µq
rK
K ` pr ´ 1qrř
s
ř
h
N st pi, j, hqsN
σ
t pi, j, pq
` µ2
$&% rKK ` pr ´ 1qrř
s
ř
h
N st pi, j, hqsrN
σ
t pi, j, p´ 1q `Nσt pi, j, p` 1qs
,.-
(6.2)
O primeiro termo à direita da igualdade representa as novas borboletas, que são
maioria, que mantém o mesmo padrão p de suas genitoras (exceto uma proporção
µ delas que sofreram mutação), enquanto que os outros dois termos representam
descendentes de borboletas de padrões próximos que sofreram mutação e tomaram
a forma p. O termo
ÿ
s
ÿ
h
N st pi, j, hq representa o total de todas as borboletas da
célula pi, jq, de todos os padrões p e de todas as espécies σ, que competem pelos
mesmos recursos que estão representados por K e que aparece na expressão (6.1).
2. Movimentação das borboletas no espaço geográfico: consideramos uma probabilidade
δ das borboletas se movimentarem para as 4 posições vizinhas mais próximas. Para
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cada população Nσt` 13 pi, j, pq temos:
Nσt` 23 pi, j, pq “
δ
4
!
Nσt` 13 pi´ 1, j, pq `N
σ
t` 13 pi` 1, j, pq
)
` δ4
!
Nσt` 13 pi, j ´ 1, pq `N
σ
t` 13 pi, j ` 1, pq
)
` p1´ δqNσt` 13 pi, j, pq
(6.3)
Observe que µ ăă δ pois o processo de mutação é muito mais lento do que a
movimentação das borboletas no espaço geográfico.
3. Predação: dada pela Força dos Números e aplicada em cada célula. Como a aprendi-
zagem dos pássaros é local, cada célula é supervisionada por uma subpopulação de
pássaros.
MpNq “
#
α, se N ă N0;
β, se N0 ă N ;
β ăă α e N0 ă K.
A atualização da população após a predação é:
Nσt`1pi, j, pq “ Nσt` 23 pi, j, pq ´M
˜ÿ
s
N st` 23 pi, j, pq
¸
Nσt` 23 pi, j, pq
onde
ÿ
s
N st pi, j, pq é a soma de todas as populações de todas as espécies σ, com um
determinado padrão p, localizadas numa mesma célula pi, jq.
Observação 6.1. Supondo que a apredizagem dos pássaros seja global, a predação e a
atualização da população Nσt pa, pq (posição geográfica a e padrão de asas p), é dada por:
Nσt`1pa, pq “ Nσt pa, pq ´M
˜ÿ
s
ÿ
l
N st pl, pq
¸
Nσt pa, pq
onde
ÿ
s
ÿ
l
N st pl, pq é a soma de todas as populações de todas as espécies σ, com um
determinado padrão p, localizadas em toda a região S.
A seguir, apresentamos alguns resultados de algumas situações, obtidos através
de simulações numéricas.
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6.3 Simulações Computacionais
Nas situações apresentadas, consideramos duas espécies de borboletas tóxicasN1
eN2, inicialmente aleatoriamente distribuídas numa mesma região geográfica bidimensional,
com seis padrões de asas cada. Esses padrões são representados pelas cores vermelho,
azul, roxo, ciano, verde e amarelo. Lembrando que o subespaço de padrões das asas é
unidimensional, a Figura 29 mostra a ordem em que ocorre a mutação.
Figura 29 – Diagrama de Cores para a Mutação
Figura 29: Um padrão surge, com probabilidade µ, dos seus primeiros vizinhos da direita e da
esquerda. Por exemplo, borboletas com padrão vermelho podem surgir apenas de borboletas de
padrão vermelho ou azul. As de padrão azul podem surgir de padrões vermelho e roxo, mas não
ciano, verde ou amarelo.
Fonte: os autores
O espaço geográfico foi dividido numa malha 50ˆ 50, onde a quantidade de
indivíduos de cada padrão p e para cada uma das espécie é um número entre 0 e 1. Para
efeito computacional, consideramos a malha como um toro, assim, não há acúmulo e nem
perda de indivíduos nas bordas do espaço. As borboletas se movimentam aleatoriamente
entre os 4 vizinhos mais próximos (Figura 30).
Figura 30 – Diagrama de Movimentação Geográfica
Figura 30: Indivíduos na posição pi, jq movimentam-se, com uma probabilidade δ4 , para os
vizinhos de posição pi´ 1, jq, pi, j ´ 1q, pi` 1, jq, pi, j ` 1q.
Fonte: os autores
Lembramos que as hipóteses usadas são suficientes e não necessárias e que os
parâmetros encontrados mostram que é possível descrever o fenômeno com poucos dados.
Os parâmetros utilizados são:
1. r1: taxa de crescimento da população N1.
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2. r2: taxa de crescimento da população N2.
3. µ: coeficiente de mutação dos padrões das asas das espécies.
4. K: capacidade de suporte de cada população em cada célula pi, jq. Consideramos as
duas espécies com mesma capacidade de suporte.
5. α: taxa de predação “forte”.
6. β: taxa de predação “fraca”.
7. N0: valor de corte para a aplicação da predação em pN1 `N2qpi, j, pq.
8. δ1: coeficiente de movimento dos indivíduos da espécie N1 na região S.
9. δ2: coeficiente de movimento dos indivíduos da espécie N2 na região S.
Para melhor observação e análise, computacionalmente, apresentamos as dinâ-
micas populacionais em “telas” distintas. Em cada dupla de telas, a evolução, ao longo
do tempo, da espécie N1 aparecerá na tela à esquerda e a evolução da espécie N2 na tela
à direita. Nas células, cores mais brilhantes indicam uma grande concentração daquele
padrão. Uma cor opaca indica uma menor concentração do padrão representado pela
referida cor. Cada iteração é uma geração das populações de borboletas.
Na Figura 31 temos duas populações sob a ação do mimetismo. Dada uma
distribuição inicial aleatória, durante a evolução as duas espécies, seus padrões de asas
são preservados e estes se concentram em pequenos aglomerados (“clusters”), atingindo
um estado de equilíbrio, formando um mosaico no espaço geográfico. Este fenômeno é
conhecido como a formação de anéis miméticos, onde diferentes espécies se concentram
em grupos de padrões comuns. (SHERRATT, 2006)
Complementando a Figura 31, a Figura 32 apresenta a variação da população
total e a predação total por espécie. Observa-se que, a partir de uma determinada geração, as
populações das espécies e a respectivas predações totais tornam-se praticamente constantes.
Müller, em seu artigo, propôs um modelo matemático para apoiar a sua teoria,
como vimos no Capítulo 3. Apenas a título de comparação, temos na Figura 33 os gráficos
das predações totais de cada espécie dadas pelo modelo proposto neste capítulo e pelo
modelo de Müller durante 100 gerações.
Quando os coeficientes de movimentação geográfica, δ1 ą 0, 13, δ2 ą 0, 13,
mantendo os outros parâmetros como acima, as duas espécies entram em extinção (não
mostrado), isto quer dizer que se as presas movimentam-se “rapidamente” no espaço
geográfico, não há tempo suficiente para elas formarem aglomerados de padrões comuns
como forma de defesa. E sem a proteção da semelhança, as espécies ficam vulneráveis à
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Figura 31 – Diversidade de Padrões e Espécies Preservadas
(a) Condição Inicial (b) 2 iterações
(c) 10 iterações (d) 23 iterações
(e) 45 iterações
(f) estágio de equilíbrio (100 itera-
ções)
Figura 31: Nas condições dos parâmetros propostos, os indivíduos com padrões semelhantes se
concentram em áreas comuns e assim permanecem em estado de equilíbrio, como resultado de
uma dinâmica do Mimetismo Mülleriano. Parâmetros: α “ 0, 8, β “ 0, 2, r1 “ 1, 7, r2 “ 1, 5,
δ1 “ 0, 13, δ2 “ 0, 12, N0 “ 2, 6, K “ 6, µ “ 0, 001
predação. O mesmo ocorre quando o valor de corte da população N0 é grande, isto significa
que está sendo aplicada uma predação forte as presas, que também não conseguem evoluir
para áreas com padrões comuns.
Por outro lado, não sendo forte a predação (por exemplo, diminuindo o valor de
corte da população N0), as duas espécies e seus padrões são preservadas, sem a formação
de mosaicos com áreas de padrões concentrados, conforme mostra a Figura 34. Isso mostra
que a predação influencia fortemente a ocorrência da cooperação Mülleriana.
Aumentando o coeficiente de mutação para µ “ 0, 01, as espécies se sobrepõem
em padrões comuns em áreas geográficas. Mas fora dessas regiões de proteção “guada-
chuva”, a predação leva a uma alta perda de indivíduos, isso porque com um µ “grande”
surgem muitos mutantes, com padrões de asas, não semelhantes aos das regiões de proteção,
Capítulo 6. Simulações com Dispersão no Espaço Geográfico 80
Figura 32 – Variação da População e Predação Total em relação ao Tempo
Figura 32: A predação total é a soma de todos os indivídudos de uma população mortos em cada
geração, independente do padrão. A espécie N1 tem uma taxa de crescimento maior do que a
espécie N2, consequentemente, N1 possui uma população maior e uma maior perda de
indivíduos na predação. Parâmetros: α “ 0, 8, β “ 0, 2, r1 “ 1, 7, r2 “ 1, 5, δ1 “ 0, 13, δ2 “ 0, 12,
N0 “ 2, 6, K “ 6, µ “ 0, 001
Fonte: os autores
Figura 33 – Comparação da predação total entre o modelo discreto proposto e o modelo
original de Müller
Figura 33: A predação total sofrida por cada espécie, por geração, é a mesma utilizando os dois
modelos. Isto é verificado pelas curvas azul e vermelha serem coincidentes. Parâmetros: α “ 0, 8,
β “ 0, 2, r1 “ 1, 7, r2 “ 1, 5, δ1 “ 0, 13, δ2 “ 0, 12, N0 “ 2, 6, K “ 6, µ “ 0, 001
Fonte: os autores
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Figura 34 – Diversidade de padrões preservada sem formação de mosaicos
(a) Condição Inicial (b) 5 iterações
(c) 10 iterações (d) 23 iterações
(e) 45 iterações (f) estágio de equilíbrio (100 iterações)
Figura 34. Com uma predação fraca, as espécies evoluem para áreas com padrões comuns, mas
muito pequenas, sem grandes aglomerações de padrões, mantendo coexistência e a variedade de
padrões. Parâmetros: α “ 0, 8, β “ 0, 2, r1 “ 1, 7, r2 “ 1, 5, δ1 “ 0, 13, δ2 “ 0, 12, µ “ 0, 001,
N0 “ 1, 4, K “ 6.
que são atacados mais facilmente pelos pássaros (Figura 35). Dependendo da configuração
inicial das populações, a sobrevivência das espécies com alguns padrões pode demorar mais
gerações para chegar ao equilíbrio. Outra sitação possível é a extinção das duas espécies
(não mostrado). Isso mostra que a mutação tem que ser de fato um processo lento, para
que ocorra a preservação dos padrões e das espécies.
Uma outra forma de observarmos a cooperação Mülleriana das espécies, onde
os indivíduos de padrões semelhantes ficam concentrados, aumentando sua proteção
contra predadores, é apresentando a evolução pelos padrões individualmente. A Figura 36
mostra duas espécies com quatro padrões separados em telas distintas, onde a evolução do
mimetismo ocorre. Neste caso, pela evolução dos padrões de asas podemos acompanhar a
dinâmica Mülleriana. No estado de equilíbrio vê-se, claramente, as duas populações com
padrões semelhantes sobrepostos, formando o mesmo mosaico.
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Figura 35 – Perda de Padrões e Áreas com Ausência de Populações
(a) Condição Inicial (b) 7 iterações
(c) 24 iterações (d) 45 iterações
(e) 60 iterações (f) 80 iterações
(g) 100 iterações (h) 200 iterações
(i) estágio de equilíbrio (550 iterações)
Figura 35. Com uma mutação rápida, os padrões mais comuns se aglomeram em grandes áreas,
enquanto que os menos comuns são extintos e uma boa parte de ambas as populações deixa de
existir. A região preta acima significa a ausência de indivíduos das populações. Parâmetros:
α “ 0, 8, β “ 0, 2, r1 “ 1, 7, r2 “ 1, 5, δ1 “ 0, 13, δ2 “ 0, 12, µ “ 0, 01 N0 “ 1, 4.
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Figura 36 – Dinâmica Mülleriana apresentada por Padrões
(a) Condição Inicial (b) 3 iterações
(c) 7 iterações (d) 20 iterações
(e) 70 iterações (f) estágio de equilíbrio (100 iterações)
Figura 36. Na primeira linha das figuras, a população N1 está distribuída de acordo com os
seus padrões e na segunda linha ocorre o mesmo com a população N2. Como estamos
interessados nos padrões individualmente, as regiões pretas em cada tela significam que não há
borboletas daquele padrão, mas pode haver de outros, mas estes outros estão representados em
outras telas. Parâmetros: α “ 0, 8, β “ 0, 2, r1 “ 1, 7, r2 “ 1, 5, δ1 “ 0, 13, δ2 “ 0, 12, N0 “ 2, 1.
Nas próximas simulações apresentamos cenários onde duas populações de borbo-
letas com padrões distintos, estão distribuídas geograficamente conforme a Figura 37. Neste
caso, há duas barreiras geográficas entre as populações e um “corredor”, inicialmente sem
indivíduos das populações, que também é “supervisionado” por pássaros, e as borboletas
podem movimentar-se por ele. A ordem de mutação de padrão das asas obedece as usadas
anteriormente (Figura 29). Queremos com isso observar se há invasão de uma espécie na
região da outra, elas desenvolverão anéis miméticos como forma de sobrevivência. Nas
situações a seguir, muitas gerações foram necessárias para o estabelecimento da preservação
das espécies e seu equilíbrio.
Para as simulações computacionais, consideramos as bordas reflexivas. As faixas
verticais que aparecem no “corredor” do espaço geográfico deve-se à geometria da barreira
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Figura 37 – Distribuição das Populações no Espaço Geográfico
Fonte: os autores
e as condições de fronteira.
Na Figura 38 apresentamos a evolução de duas espécies distribuídas inicialmente
no espaço geográfico conforme Figura 38a. Estas espécies não possuem padrão de asas
comuns. Na tela à direita está a população N2 e na tela à esquerda está a população
N1. Com uma predação fraca (N0 pequeno) as espécies, primeiramente, criam pequenos
mosaicos de sobreposição de seus próprios padrões e depois fornecem a proteção guarda-
chuva, da dinâmica Mülleriana, para os indivíduos da outra espécie que conseguem migrar
de uma região para outra. Com isso, geram proteção mútua e criam nichos maiores
de padrões, desenvolvendo um anel mimético. Condiderando o espaço de padrões, este
resultado é similar ao da Figura 22, do Capítulo 5.
Nas figuras vemos que “os padrões se encontram no meio do corredor”. Por
exemplo, não vemos borboletas de padrão vermelho na região inicialmente ocupada pela
espécie N1, pois para estas evoluirem para o padrão amarelo, muitas gerações terão que
passar pelos padrões azul, roxo, ciano e verde. As borboletas de padrões azul e roxo, na
região de padrões ciano, verde e amarelo, estarão mais vulneráveis à predação.
Enfraquecendo um pouco mais a predação (β “ 0, 02), as espécies ocupam
concomitantemente toda a região espacial, mas há uma grande perda de padrões, conforme
mostrado na Figura 39.
Com baixa predação há a preservação das espécies, mas com uma predação
alta, e sem sobreposição no espaço de padrões (isto é, não haviam inicialmente padrões
comuns para as duas espécies), não há tempo (geração) hábil para a evolução a núcleos
de padrões comuns e proteção guarda-chuva e com isso, ambas as espécies entram em
extinção (Figura 40).
Aliviando um pouco a predação (mas não tanto quanto foi feito nos primeiros
casos), a espécie N1 por possuir um crescimento vital maior do que a espécie N2 mantém
sua existência e diversidade de padrões. Além disso, ela fornece a proteção guarda-chuva
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Figura 38 – Coexistência das duas espécies em todo espaço geográfico e preservação de
padrões
(a) Condição Inicial (b) 15 iterações
(c) 50 iterações (d) 134 iterações
(e) 327 iterações (f) 470 iterações
(g) 700 iterações (h) estágio de equilíbrio (920 iterações)
Figura 38. Apesar das populações estarem distantes no espaço geográfico, a predação fraca e as
altas taxas de crescimento das populações contribuíram para a ocorrência da proteção
guarda-chuva mútua. Assim, as duas espécies se difundiram por todo o espaço geográfico e pelo
desenvolvimento da cooperação Mülleriana preservaram seus padrões. Parâmetros: α “ 0, 8,
β “ 0, 2, r1 “ 1, 9, r2 “ 1, 5, δ1 “ 0, 13, δ2 “ 0, 12, N0 “ 0, 7.
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Figura 39 – Coexistência das espécies com perda de padrões
(a) Condição Inicial (b) 10 iterações
(c) 50 iterações (d) 92 iterações
(e) 151 iterações (f) 215 iterações
(g) 305 iterações (h) estágio de equilíbrio (500 iterações)
Figura 39. As populações N1 e N2 evoluem para um estado de equilíbrio de coexistência
estável, desenvolvendo regiões de padrões comuns, conferindo proteção mútua, mas houve uma
grande perda de diversidade de padrões. Parâmetros: α “ 0, 8, β “ 0, 02, r1 “ 1, 9, r2 “ 1, 5,
δ1 “ 0, 13, δ2 “ 0, 12, N0 “ 0, 7.
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Figura 40 – Um cenário de extinção das espécies
(a) Condição Inicial (b) 6 iterações
(c) 20 iterações (d) 30 iterações
(e) 40 iterações (f) estágio de equilíbrio (50 iterações)
Figura 40. Com taxa de predação alta e crescimento vital baixo, a dispersão geográfica e a
mutação do padrão das asas leva as espécies à extinção pois perde-se o fator de proteção da
Força dos Números. Parâmetros: α “ 0, 8, β “ 0, 02, r1 “ 1, 9, r2 “ 1, 5, δ1 “ 0, 13, δ2 “ 0, 12,
N0 “ 2, 6.
para indivíduos da espécie N2 que conseguem “migrar” para a região de concentração
de N1. Como resultado, as duas espécies compartilham dos mesmos padrões de N1 e
coexistem na mesma área geográfica. Podemos dizer que, nas devidas proporções, a espécie
N2 “abriu mão de sua identidade original” para garantir sua existência (Figura 41).
Os cenários vistos neste capítulo mostram, que através da evolução do fenô-
meno do Mimetismo Mülleriano, as espécies concentram-se em anéis miméticos como
forma de proteção contra predadores, chegando a resultados similares apresentados por
(SHERRATT, 2006). A predação é um fator importante para a existência da cooperação
Mülleriana. Se os pássaros melhoram suas estratégias de forrageamento então as presas
desenvolverão/melhorão suas formas de defesa para que haja a preservação e continuação
das espécies. Isto pensando em um estado de equilíbrio no ambiente (CURIO, 2012).
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Figura 41 – Preservação das espécies e perda de padrões
(a) Condição Inicial (b) 15 iterações
(c) 35 iterações (d) 85 iterações
(e) 227 iterações (f) 300 iterações
(g) 415 iterações (h) estágio de equilíbrio (750 iterações)
Figura 41. Os padrões originais da espécie N2 são extintos, mas devido à mutação, a dispersão
geográfica e o equilíbrio estável de N1, indivíduos da população N2 desenvolvem padrões de asa
de N1, favorecendo-se da proteção guarda-chuva e evitando sua extinção. Parâmetros: α “ 0, 8,
β “ 0, 02, r1 “ 1, 9, r2 “ 1, 5, δ1 “ 0, 13, δ2 “ 0, 12, N0 “ 1, 4.
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7 Considerações Finais e Trabalhos Futuros
Nos dias atuais, os fenômenos evolutivos como o mimetismo e o comportamento
de predadores (como pássaros) são difíceis de serem observados na natureza. E muitos
são os fatores que contribuem para isso, como o avanço das cidades adentro das florestas
e a poluição, causas da ocupação humana. Por isso, muitos fenômenos antes observados
na natureza são reproduzidos em laboratórios. Esses experimentos feitos em laboratório
não reproduzem fidedignamente os fenômenos observados na natureza, mas propiciaram
grandes avanços nos estudos sobre comportamento e cognição animal.
A combinação de experimentos com modelos matemáticos traz benefícios aos
estudos pois tais modelos podem sugerir estimativas e delineadores, como em nosso caso,
que foi possível verificar a validade das hipóteses do Mimetismo Mülleriano considerando
determinados valores de parâmetros para a ocorrência do fenômeno.
O mimetismo é um fenômeno evolutivo complexo (envolve vários fatores) e
aleatório (a mutação no padrão das asas é aleatória). As situações apresentadas neste
trabalho, através de modelos discretos, consideradas as hipóteses suficientes, mostraram-
se eficientes em reproduzir cenários biológicos descritos na literatura, e que, de fato, o
comportamento predatório dos pássaros influencia a ocorrência do Mimetismo Mülleriano,
pois quando a predação é forte a concentração dos indivíduos em um grupo de padrões é
mais evidente.
Verificamos que, esta forma de mimetismo mostra-se como um fenômeno de
cooperação entre as espécies, gerando proteção mútua e, em muitos casos, garantindo a
persistência delas.
Desta forma, o presente trabalho de tese corrobora com as demais pesquisas
nessa linha de estudos e se apresenta como um importante resultado que poderá ser
expandido ao incluir outras hipótese aos modelos, que foram consideradas em (SHERRATT,
2006), como por exemplo:
1. Considerar as espécies com toxicidades diferentes;
2. Considerar capacidades de suporte diferentes para as espécies;
3. Considerar concentrações diferentes de pássaros em regiões distintas e probabilidade
de existir predadores em cada célula;
4. Alterar a ordem dos eventos (dinâmica vital e mutação, dispersão espacial e predação)
de célula para célula;
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5. Considerar padrões distintos para diferentes espécies;
6. Aprofundar os estudos de hipóteses para o estudo de invasão sob a ação do fenômeno.
Além disso, outra possiblidade da pesquisa seria considerar uma modificação no
modelo, incluindo ruídos nos parâmetros, chamados de ruídos paramétricos. Esses ruídos
podem representar flutuações no ambiente do sistema, como por exemplo, uma variação
no ambiente que afete a taxa de crescimento da espécie.
Outro passo seria a construção de um modelo contínuo, levando em consideração,
a princípio, as poucas hipóteses utilizadas.
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Glossário
Anel mimético: Grupos de espécies impalatáveis que convergem para um mesmo padrão
de cores de advertência (MALLET; GILBERT JR., 1995).
Aposematismo: É uma característica adaptativa de alguns animais não palatáveis,
tóxicos ou venenosos que possuem uma coloração de advertência sobre sua impala-
tabilidade aos seus predadores. Animais com essa característica são chamados de
animais aposemáticos (DAVIES; KREBS; WEST, 2012). De outra forma, apose-
matismo é a relação entre a toxicidade e a coloração de alerta de certos animais
(SKELHORN; HALPIN; ROWE, 2016).
Aprendizado Individual: Capacidade do indivíduo em desenvolver táticas de compor-
tamento melhor adaptadas para o ambiente em decorrência de experiências com o
mesmo. Obviamente, este processo se dá na escala de tempo de vida do indivíduo e
é dinâmico, adaptativo (SHETTLEWORTH, 2010).
Aprendizado Cultural: Capacidade do indivíduo em modificar favoravelmente seu
comportamento tendo em vista a observação de resultados de experiências de seus
coespecíficos (dois ou mais animais que pertencem à mesma espécie ou táxon).
Também é na escala de vida do indivíduo (SHETTLEWORTH, 2010).
“Aprendizado Genético”: Não é de fato um aprendizado, mas uma herança da es-
pécie e decorre de mutações favoráveis que acabam por prevalecer tendo em vista
características ambientais que perduram de geração em geração. Ocorre em escala
de tempo muito maior do que tempo de vida individual.
Aprendizado por Estímulo Negativo: Modificação favorável de comportamento como
decorrência de experiência que resulta em efeito imediato repulsivo; ingestão de
toxinas não mortais. Chamado em psicologia de “aversão” (SHETTLEWORTH,
2010).
Aprendizado com Estímulo Positivo: Modificação de comportamento que decorre de
experiência cujo resultado é proveitoso, por exemplo, ingestão de alimentos nutritivos
(SHETTLEWORTH, 2010).
Conspícuo: Animais conspícuos são animais que possuem cores facilmente visíveis,
chamativas. Tais cores são chamadas cores conspícuas (RUXTON; SHERRATT; P.,
2004).
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Críptico: Animais crípticos são animais cuja coloração e/ou forma são semelhantes ao
meio em que vivem. Não há contrastes marcantes entre o animal e o meio (RUXTON;
SHERRATT; P., 2004).
Difusão: Uma dinâmica temporal de densidades que as tornam progressivamente menos
heterogêneas. A causa mais comum, mas não a única, de difusão de populações é o
movimento microscópio aleatório de seus indivíduos (movimento Browniano).
Espaço de Aspecto: É a interpretação que se dá a um espaço numérico, cujas coor-
denadas representam as características mensuráveis principais de um indivíduo de
uma população. Por exemplo, se a característica é a idade, o espaço de aspecto é a
semireta positiva e cada indivíduo é representado por sua idade no espectivo ponto
deste conjunto. Se for idade e orientação espacial, o espaço de aspecto é representado
pelo produto cartesiano da semireta postitiva e o círculo unitário e cada indivíduo
é “localizado” neste espaço com duas coordenadas respectivas pa, θq. O espaço de
aspecto tem por objetivo representar as principais características mensuráveis dos
indivíduos e, com isso, a população, por intermédio de uma distribuição (densidade)
deles neste espaço (SEGEL; PERELSON, 1989).
Espaço de Padrões: Se a característica dos indivíduos que interessa descrever for
representada por formas geométricas (como, por exemplo, a face humana ou o padrão
da asa de uma borboleta, ou as estruturas reativas de uma proteína de células
do sistema imunológico) o Espaço de Aspecto será denominado Espaço de Formas
(“Shape Space”) e, em princípio, terá dimensão infinita (SEGEL; PERELSON, 1989).
Estado Quase-Estacionário: Redução matemática de um modelo em sistemas que
dispõem de processos regidos por escalas de tempo muito diferentes entre si. Quando
a diferença entre as escalas de tempo é muito grande, os processos rápidos encontram-
se num estado “estacionário” quando considerada uma escala de tempo mais lenta.
Ou seja, considera-se uma adaptação instantânea num processo que é rápido e atinge
um equilíbrio. (EDELSTEIN-KESHET, 2005)(SEGEL; SLEMROD, 1989)
Força dos Números: É uma resposta funcional de predadores cuja predação per capita
diminui com o aumento da densidade da presa. (A taxa de predação pode aumentar,
mas aqui trata-se da predação per capita). A percepção de um indivíduo é a preda-
ção per capita e não a taxa de predação total. Por este motivo, há uma tendência
de agrupamento em resposta a um ataque de predadores; este comportamento é
desenvolvido evolutivamente e tem como resultado a maior probabilidade de preser-
vação individual (KRAUSE; RUXTON, 2002). É um comportamento psicológico
(SHETTLEWORTH, 2010).
Imagem de Busca: É uma hipótese que consiste da ideia que após vários encontros
efetivos com uma presa, o predador forma uma representação de tal presa em sua
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memória, tornando-o mais hábil e bem-sucedido nos ataques as presas (CURIO,
2012).
Lei de Ação de Massas: Um modelo (que não é Lei) que é excelente para situações
em que os indivíduos perfazem movimentos aleatórios independentes uns dos outros
e a taxa de colisão é considerada proporcional ao produto das densidades locais.
Mecanismo de Turing: Uma dinâmica que produz padrões, descoberta por Alan
Turing em seu histórico artigo de 1952 (TURING, 1952), cujos ingredientes são
dois elementos que interagem um inibidor e outro ativador e que difundem com
intensidades distintas, ativador rápido inibidor lento.
Modelo de Beverton-Holt: É um clássico, e simples, modelo discreto de dinâmica
Verhulstiana. Foi introduzido em problemas envolvendo pesca por Berverton e Holt.
(BEVERTON; HOLT, 2012)
Modelo de Verhulst: População homogênea mas apresentando interação entre os
individuos de tal forma que, para populações rarefeitas esta interação é desprezivel e
o crescimento é Malthusiano. Mas com aumento de população há um decréscimo
da taxa de crescimento per capita até que ocorra uma saturação para um valor da
densidade (capacidade de suporte). De outra forma, um modelo é considerado do
tipo Verhulst se satifaz dois efeitos: 1) Ter crescimento Malthusiano para pequenas
populações e 2) Existência de saturação da população, e portanto, não ocorre uma
explosão populacional. Ver mais em (MURRAY, 2001).
Morfogênese: Processo de formação de diversidade, padrões, a partir de homogeneidade.
Um processo oposto dinamicamente da difusão que sempre se direciona no sentido
de homogeneização.
População: É um conjunto de indivíduos inindentificáveis sob os aspectos que interessam
descrever. Neste caso, somente interessa descrever o número total de indivíduos de
cada população. Uma população pode ser constituída de subpopulações que são
subconjuntos de indivíduos não diferenciáveis por algum critério mais exclusivo do
que o empregado para a definição da população a que pertencem. Se os critérios
tornam-se progressivamente exclusivos haverá um ponto em que as subpopulações
constarão de apenas um indivíduo, se tanto. Se o critério é uma medida contínua
(idade, por exemplo) a populaçao total é subdivida infinitesimalmente e a sua
descrição por subpopulações somente pode ser realizada com funções de distribuição.
Predação: Há várias formas de predação segundo o aprendizado (RUXTON; SHERRATT;
P., 2004):
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1. Predação Atávica: Predador que desde as suas primeiras ações tem já im-
pressa no seu comportamento a preferência por alguma espécie de presas,
“Aprendizado Genético”.
2. Predação Oportunista: É aquela não atávica e que ocorre fortuitamente, em
geral, com predadores omnívoros (animais que possuem uma dieta alimentar
muito variada pois possuem a capacidade de metabolizar diferentes classes de
alimentos). Se a taxa de encontros entre predadores P e presas B é modelada
pela Ação de Massas a taxa de predação será λaPB onde a constante λa expressa
a fortuidade/oportunismo do predador que deve ser pequena, mas decrescente
com a saciedade do predador.
3. Predação Aprendida por Experiência Própria: É aquela não atávica, que
ocorre inicialmente de forma fortuita a partir da qual o predador assume uma
Imagem Mental da presa incluindo-a em seu menu preferencial. Se a taxa de
encontros entre predadores P e presas B é modelada pela Ação de Massas a taxa
de predação será αePB onde a constante αe expressa a experiência e disposição
do predador que, (assumindo mesma saciedade) deve ser maior do que λa (taxa
de predação fortuita/oportunista/aprendiz). Ou seja, o aprendizado é modelado
pelo aumento da constante de predação efetiva λ.
4. Predação pelo Aprendizado Cultural: É uma predação não atávica e que o
predador aprende por observação de ação predatória de seus coespecíficos. Esta
ocorre quando um predador aprendiz (ingênuo) encontra um outro predador
na fase de consumo ou, em ação predatória. (Se p0 for a densidade de presas
- considerada fixa -, Pa - predadores aprendizes (ingênuos), Pe - Predadores
Experientes e P˚ - Predadores em ação predatória, a dinâmica de aprendizado
mais simples toma a forma: dPa
dt
“ Dinaˆmica V ital ´ κPaP˚, dPe
dt
“ κPaP˚ ´
γPeB,
dP˚
dt
“ γPeB ´ 1
τ
P˚, onde κ é a taxa de aprendizado cultural, γ taxa de
captura de presas por predador experiente, τ= Tempo médio de consumo de
presas capturadas. Portanto, se esta dinâmica se dá em uma escala de tempo
muito mais rápida do que a dinâmica vital, podemos considerar a população
total de predadores constante P de onde vem a situação de equilíbrio e a
resposta funcional de predação efetuada por uma população P de predadores
sobre um população B de presas.
Principio de Ockam ou A Navalha de Ockam (Também conhecido como Lei da
Parcimônia): é um princípio lógico atribuído ao frade franciscano inglês Guilherme
de Ockam. O princípio afirma que a explicação para qualquer fenômeno deve assumir
apenas as premissas estritamente necessárias à explicação do mesmo e eliminar todas
as que não causariam qualquer diferença aparente nas predições da hipótese ou
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teoria. Como princípio metodológico, “A Navalha de Ockam” diz que qualquer expli-
cação deve apelar ao menor número possível de fatores para explicar o fato em análise.
https://educacao.uol.com.br/biografias/guilherme-de-ockham.htm?cmpid=copiaecola
Resposta Funcional: É uma função que determina a taxa de predação per capita de
uma determinada população sob ataque de um determinado predador dependente
apenas da densidade das presas (MURRAY, 2001).
Resposta Funcional de Holling do Tipo I: “É uma relação linear, onde o predador
é capaz de acompanhar o aumento da densidade de presas comendo-as em proporção
direta à sua abundância no meio ambiente. Se os predadores comem 10% das presas
em baixas densidades, eles continuarão comendo 10% delas em altas densidades.”
“Ação de Massas” (MURRAY, 2001).
http://www.indiana.edu/ oso/lessons/BioMath/hd-root.pdf
Figura 42 – Resposta Funcional de Holling do Tipo I
Resposta Funcional de Holling do Tipo II: “Descreve uma situação em que o
número de presas consumidas por predador aumenta rapidamente à medida que a
densidade de presas aumenta, mas depois se estabiliza com o aumento da densidade
de presas” (MURRAY, 2001).
http://www.indiana.edu/ oso/lessons/BioMath/hd-root.pdf
Figura 43 – Resposta Funcional de Holling do Tipo II
Resposta Funcional de Holling do Tipo III: Tal como o Tipo II também possui um
limite superior ao consumo de presas, mas difere em que a resposta dos predadores
decresce em baixas densidades de presas (MURRAY, 2001).
http://www.indiana.edu/ oso/lessons/BioMath/hd-root.pdf
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Figura 44 – Resposta Funcional de Holling do Tipo III
Sinais de Alerta: São sinais, principalmente visuais, (mas também olfativos, auditivos,
comportamentais e outros), perceptíveis pelo aparelho sensorial de alguns indivíduos,
ditos receptores, emitidos por outros indivíduos, ditos emissores. Sinais de advertência
se destacam do cenário de fundo de tal forma que facilite a sua discriminação pelos
seus destinatários. Estes sinais se destinam a associar os indivíduos emissores a
uma aversão previamente experimentada pelo destinatário. As asas das borboletas
são exemplos de sinais de advertência visuais (RUXTON; SHERRATT; P., 2004),
(SHETTLEWORTH, 2010).
Taxa de Predação Per Capita: Razão entre a taxa de presas abatidas relativas ao
tamanho da população ou também denominada taxa específica de predação ou taxa
logaritmica. 1
N
dN
dt
“ dplnNq
dt
.
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